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ISBN 973-30-0654-8 
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1.1. MULȚIMI DE NUMERE REALE 


d 2 
1) (Oral) Care este valoarea de adevür a propozitiilor: 0 e-N: ЖЭ 7, 


z E /3 5 / 
1.05) 69; V 2e R; – (е 0; 3—1 gr- 61 en- ө; ES Є Е; 0 = 09%; 
ИТ Xe R; 3-2 e Z; 3,1% = R — 0; 14 ë R — Q; 1,73 € R; — e R — 0. 

2) (Oral). Fie А = (2n|n eN}; B = (n + 1 лем); C = {2k|ke Z); D = 
=f9k-- 4|k e Z) F= (3k| ke Z); P = I8k—4|keZ) G={3k + 1|k = Z}. 
Se cer valorile de adevăr ale propozițiilor: 8 є А; 4 е б; 0 є С;-%е0; - 11 EG; 
—5eG; —3eD; бер; 5еВ; 6е E; — eF; 7 еб; 5 e F; k = G; 0 ҒА; тб = А; 
Peds; —6g&0; 7eB; 9е В; 41 ЕВ, бер, IED "шесі; er; 
-9 = E; — e F; —13 Æ F. 

8) Stabiliți care dintre următoarele afirmații sînt adevărate: a) {1} = (1; 9}; 
b) (—1; 0; 1) c(—2; —1; 0; 1; 2}; с) {0; 3; 6} D {3; 6}; d) {—4; 1; 4}D {1; 3}; e) 10; 


1 КҮЛ $ 
арс N; f) {0; 1; 2)C N*; g) (—2; 1) C Z; h) (—3; —2; —1}с ze ; 
pw; V3; пре F; k) fce Х|0 < = < 10012 [s= N |0 < z< 100); 1) (—3; —2; 


f; 
0: 11g£ 27; Шин "ET — 1: 0.5; ыз @ 9; n) {— V 11: -л; —V/3; asp ac 
1 А 1 9 
2 — = гэж, 

св-%; 0) foor; de Rd AT, VT valea p) (0) c R*. 

4) A, B, C, D, E, F, G fiind mulțimile de la exerciţiul (2) cercetaţi dacă: a) 10; 2; 
h; 6; 81C A; b) {1; 3; 5; 7; 9) В; с) {—6; —4; —2; 0; 2; 4)c C; d) (—55 —3; =l; 
1; 8 51c D; e) (—9; —6; —31 0; 8; 6) c E; t) (—40; —7; —4; —1; 2; 5) ^; 
g) {—8; —5; —2; 1; 7) Z G; h) 025C24;i) 22D» b. 

5) a) Se dan mulțimile: A = 4-2; —2; 0); B = 1—2}; € = (0; 1; 2). Determi- 
пай: 1)AU В; З) ПЕВ) Б; В А 5) BUC 6) ВИС, ЭЕ G; 
8) С— В. 


b) Aceleași întrebări dacă A = {—3; 0; 1}; B = 10; 1); C = (1:2: 3}; 
ERRE l-a: Š, o; -алы-/3:4508 ИТ. 


ә 
р] 


Determinaţi: 1) AUR; 9) A U Q; 3) AUZ; 4) AUZ*; 5) AUN; 6) AU N*: 
7) ANR: 8) ANQ; 9) АП(В- 0); 40) 402: 11) 40 Z*; 19) AQ N: 13) A QN. 
14) 4 — R; 15) А— (R — 0); 16) A— Z: 17) 4 — Z*: 18) 4 — АД; 19) А- №; 


6) Se dau propoziţiile: i) Dacă a e N, ateneie e Ж: iil Баса а e Z. atunci а = Q; 
iii) Dacă a e R, atunci а e Q; iv) Dacă o e Q. atunci а e 7. 
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Stabiliti valoarea de adevăr a liecărei propoziţii 


b) Stabilifi relaţiile de incluziune peniru N: Z: Q: R. 


7) Determinaţi: a) NOZ: h) N UZ: c) NU Q: d) NUR; e. NnZ*. 1) NOn R; 
в) Z*UQ; h) QUR: i) 0012; |) ӨТІН; kh) N— 2:1 Z — Q: m) Q-— BR; n) Z— N 

8) Se dă mulţimea А = {г 3: V/ 81 1 4 ; =2,(16); 1,41; Ч 

4) 

а) Este adevărat că Рс R? |justiticaţi). 

b) Determinati elementele mulțimilor: 

)С-іжшае%9|ге P); 2) D= іле 72| лес}, 3) Е = ta N| 2 е Лу; 
4 F = te R – Q |z e B) 

9) A; B; C: D; Е; Ё G fiind mulțimile de la exerciţiul 2), determinaţi тий. 
mile: a) 40 8; b) 4118: ey CUD; d) OAD e) R.O FU (ü Il) 4UC. а) BUD; 
h) Жарпа; i) An C; |) BAD. 


10) Reprezentati pe axă punctele сп abscisele: (a) —2;7; 25. —1,5: 9; 


=V 2:2; (b) —3; —4; И 0; ИЯ; 1,73; 1. 


11) Reprezeatati pe аха numerelor punctele cu abscisa în ти ед: it 
1 
0 6 7 
iiu n; ring 
12) Prin cite puncte distincte se reprezintă pe axă următoarele numere: (—5; 2; 
„9 Б 4 
өл 38; + 4! Ф » ? 
18) Айай a 7-a, a 14-а și a 124a zecimală a numerelor: a)*0,(14957); b) 2, 
à 
1 
с) Pe 
7 


14) Specifieati care dintre următoarele fracţii sint reprezentate in scrierea zecimală 

w 2 e А 5 9 5 ( 3 
prin iracţii periodice (simple sau mixte): ЖЕ Tr ec uL, ЖЫ (20: 
5 3 4 7 14 14 


1.2. OPERATII CU NUMERE REALE 


1) Calculaţi: a) 125 + 887 + 75; b) 4 205 - 103; c) 416: (24 : 6); d) 2011: e) 199 
*901; f) 5: 4 990-20; g) 348:105-0; h) 258 · 49 + 55,458, i) 999.098 — 898 - 999; 
j) 1:25-5-425 — 1425-5-25; k) 1990-1 989 — 1 989%; е) (1 990 --1 990*) : (1 900* 4 
ф 1 9901). 
2) Stabiliti valoarea de adevăr a propozitiilor: 
a), (d) cot. уара gigi giae a gue ООСО 07. 59. a) 219% 
H 


287. 090. 4 
pole Die: aE) 


j) 8-59-:2,54- 


аы та. в) 5 BÀ К» h) 99 — 1 = 0: i) 198” т 22939 = 93999, 


H dues 9 НЫ 


2 К) 1399 + 1101 -- 240%; 1) 01% + 100% = 1. 
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—15-a; c) 1 989° — 1 
3 


8) Determinaţi numărul за“ știind că: ids 
a) 27 · (147 + 3025) = 142 Ч- 37095 sa: h) 15 (9007 = 2 000) = 15. 
8.-1989-5а21: d) 10199 + 101# = а: 200; e) 27.2 


26. TUN VIT, 9017 — ng: (34 , 98 , oq )8 — 9% 
2 (93.25) == patria р) (870 = 1; 8) (3%) 39; h) (3* + 35 : 39) 3 


4) Determinati elementele mulțimilor A = in e Nin + 5 = 42): 

+ 12 = 5). 
5) Caleulati: а) —2 + 3: h) š і [ 
108) : (+9) : (—2); 1) —4 + 4 5; 8) 1 004—101 -1 0014; К) (—9)%:1) —2 


у а (oa: ED ER 652). 


77- (ғ--9Ң 0) 9 (59) 


6) Care din următoarele ераа sint adevărate: 
а) (—23)* (—9)9 = 2190. p) (—3p 2 —3)!% :3509-1: с) 12557115 PLE 0: 
d) (2; (39 = (— 6)? 


“ 


7) Determinati numărul „a“ știind са: 


a) 124 + (—157) = —157 a: b) —271- (4-375) = 875: 
= 95. 34 + а · 52. А 
9 = 


8) Determinati elementele mulțimilor A = іп е “іт 3 42 = 5); B = (ne Z] 


[12-п = 5] 
1 Hi 5 : 1 1 Ae m 1 Sate 3 у 
9) Calculaţi: a) — + 5721 +—;°) 28! | == ; d) 1,5 1; 
% 4 4 2 6 Л в! А 
: 1 m ASEN, 14153 Бин 21. 
e) 8448) + 1,85); 1) 2 — — — 0,9; 8) T h) | 1 1). ЯАХ, | 3L 
11 5 3 335. тас 
ПО Деш; К) 5067107: -ije»([ : 
»( 82): 9 5, | E Г) 
š : түз (8ү? 2y* (24 
10) Calculaţi: a) 2-4,4; b) 37°- 8? : 85; с) (| ІН ; d) ar] ! 2) ; 


e) 0,171 - 0 - 17 - 10007, f 
11) Determinati numărul „a“ astfel încît; а) (—3)-(—3)-(—3)* = (—3)€9; 


b) Cp = —12; c) (7-272 = — op 


19) Determinati elementele mulțimilor A = neQ|12:n=5); p= {пе 9 | 
|n? = 5}. 
18) Bfectuaţi: а) |/2-9-|/2; b) 3: (75 + Ий 1155; 6) 79. (V 3— 


—үз); a) (2V/3—41)-(V 3 — 2); e) (/ 3—2-V 2) (3 2.9); 2(2-—38)5 


: шил 5. q (3/76— 9:3) (a. Чун (6и 3); 


8! Vi. Ar SCRIP OE A 
k) Va — V 1213; 1) V/(—16); m) 2:2 W 3-2 :(21/ 2y*. 


14) Determinati numărul „а“ astfel incit: 


a) (Vă VE -O 34V 3) т-а b) V 3 (133638) жа (14-17): 

8 дс : — - ] Aa SEDES 

Al niu ei d) me Vel i ПӘ 15): e) == TU = 

Ee gc pi a арылы laqa: Poet c Pn eme SA colt 
= Е a; в) /100 = —a; h) ОГ 2а =а25 i) yat = 10. 

b 1 

15) Determinaţi elementele mulțimilor А = {п = R i nt= 5; 8 = {пе Ёп = 

= —4). 


E 


S 


= s 3:36) a) Stabiliti Чаба. 2 + 3 și 3-1 2 aint raţionale. 

b) Dacă а е Q*sib e Q Жш a Pb б) sita =b. өс 9. 

с) Dati două exemple de numere a şi beR—Q astfel ca a 4- b si а. 1 să fie 
numere raţionale. ` i 


d) Dacă V3 "a = Q si /5.ae Q, atunci a = 0. 


1.3. MODULUL. RELAȚIA DE ORDINE PE R 


1) Caleulati: a) |-5|; Һ)|-:2|-|-?7)|; 0) |-3|:|-4|- |(-8):(-4)|; 
: 8 
н БУ дар el лс уна ар нийг 
4 
2) Delerminaţi elementele mulțimilor: 
A-—iveQ|IIz]|-—3h B—íveR|[z|—05 C= (ze Ies ctn 
8) Reprezentati pe o dreaplă punctele A (a) unde |а | е 10; 4; 5]. 
4) Ordonati crescător numerele: a) —5; —3; 3; —2; |-9|; - |-6|; 0; 


b)|—41]:/[0]|; | —11]; 3; —5; —1; c) 0,1(6); 0,(161); 0,0(161); d) 


= : 95-1 
1,41; С ; e) LR bo s [e 5 
2 2 2 3 


5) Care din RIT ie mai jos ™ adevărate: 


Е ЕЕ 


—m; 2, V 3; 


— 3,14; 


a) |—2|< 2; b) |-38|>0 
ОЯ үш oss + 


T 1 
4l-5] f "m HH m 8.|—2| -(—22): —— = —4. 
ее АСА IRA Шүүс: 
6) Stabiliţi z = R astfel încît relaţiile de mai jos să Пе adevărate: а) — z = | z |; 
b – [-2[= 2; е) ИП [> 0; 0) V—z20;9 —z= V s; t) V 22 — z = 


7) Comparati 3 :V 2 cu 2 .|/ 5 si —3: V 2 cu —2 V 5. 
8) Calculati: а) |з- 2 — 2. / 5| 22: (/5 + V2); 


5) [4:42 — Е Е [q V 3:19 [V4 9 Vai; 
eurem | ilis is 
5 3 10 5 


d)  (-177Р — |/ 2082. 


9) Scrieţi elementele mulțimilor: A = fz e N*||z| «25; B = (z ел | Іг|< 
< 6); C = {z e Z*|— |a |< 1}; D= (ze Z||=z|=<3. 


10) Puneti în evidență ре axa numerelor mulțimile: 
= (ceZ|—3«zs25 C—(zeR|—-3«z«2) 


4А4-(єХ|-3«с 52 


а dacă a >b 


11) Pentru a, b & R definim max (a; b) = | 
b dacă a < 


Determinaţi: 


518 2 = 

a) max(—3; —2); b! mx [- 2; -3)% max (| —5 |; 5); d) max (|ІУЗ3-21; 0); 
« p 2 

е) dacă т е R, max (0; | z |); g) Există z e R astiel 


încil max (! 2 1; —2) = --а? 


1) max ([z|: z), unde zeR; 
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„dacă a «.0, atu 


12) Sint adevărate ргарох ех | 
atunci а? >: 0^; iii) dacă de "Ra байапсь a > 072 
18) Se dă гек, Е. Etectuafi: a) |z | + z; b) i pf Z; е)! 


-41- Их. 


14) Dacă a, be В, stabiliți dacă a) тах (а; 8), 


b) V/ab < 


b 
--2-« max (a; b); 
b.c numere reale a < b < 0 < с. Сошрагай numerele: а) a-cșib:e; 


15) Fie a, j 
--b'si ci e) a si b + e; f) b gic— а; g)b sia — с; 


h) a'b 5102-0; с) ёгса $i æa; 
hj 1818 [a]; i) a — b si c. 


d) a 


ол. 9 
э, 


16) Scrieţi cel mai mare număr întreg mai mic sau egal cu т unde те Б 25 


2. INTERVALE 


1. Sà reprezentăm mulțimea numerelor reale printr-o axă (vezi figura 
1.1). Fiecărui număr real îi corespunde un punct pe axă, de exemplu, numà- 


0 1 А 
<—— R 
тез 5 тсә 

Ф de a 

Fig. L1 


rului 4 îi corespunde punctul 7, lui O îi corespunde 0, numărului a 11 cores- 


punde punctul A. И 
1) Fie a și b numere reale (cu a < 0). Notăm cu (а: b] mulţimea 
пе R |a < z si z < b) sau (z € R | a< z« 5j. Această mulţime se numeste 


interval închis de extremităţi а, b. ' e 
* Dacă extremităților a si b le corespund pe axă punctele A, respectiv B, 


atunci intervalului inchis [а; b] îi corespunde mulţimea punctelor situale 


pe segmentul AP (vezi figura 1.2). 


A 14 B 
- 09 == Eee E 4 OO 
a ж 
Fig. 1 


2) Fie a şi T numere reale cu а < b. Se obişnuieşle să se noleze cu 


(a; b) 

іІт|тФе В, a<r şi т< 0} sau (| € R; a < z < bj 
numită intereal deschis de extremități a, b. Deoarece nu este adevàrat cà 
азса rezultă cá ае (a; b); la fel, b & (a; b), adică intervalele des cliise 


nu-şi contin ` extremitățile. 


гай йгиеа. “punctelor interioare seernentului-ztZ (vezi Figura 1.3). 


n, 
3) Се obtinem dacă, intersectăm inte realul inchis [—1:.1] cu intervalul 


deschis (0: 2), reprezentate in ligura 1.4, Observăm că intersecția lor este for 
mată din toate numerele reale care sint mai mari deett 1) зі mai mici decit 1 


, 


Fig m 
inclusiv numărul 4. Însă numărul O nu ipartine intersectiei, Această multime 
de numere se notează (0: 1] si se numeste ілісгесі scmideschis eu extremi- 
tăţile O şi 1, deschis la stinga si inchis la dreapta, есі, (0: 1] (a kt ER, 
Pe Ua susto. 2) = (ОС o JO 
general, dacă a < b, se obișnuiește să se noteze cu: (a, b] mulţimea 
12 [ас В, a<r gi z < b) sau іс|тТе R, a < z < bl ea se numeşte 
| interval semideschis cu extremităţile a si b, deschis la stinga şi închis la 
dreapta. La fel, se notează cu |а: b) mulţimea (2|2Є R. as asi zii 
sau (z | z € R, a < z <). 
; 4) Intervalele de УН Га; b], (а; b), Га; 6) gi (a; b] au extremităţile 
а şi 0; ele se numesc intervale mărginite. Vom mai folosi și interpale nemár- 
ginite. Anume, vom nota cu [а; + oo) mulţimea íz |z. R, z > a) gi cu 
(а; --со) mulţimea fz | z € R, z > а}. Acestea sint intervale cu extremitatea 
a, nemărginite la dreapta. 


0 < m.si 


Dacă extremității a H corespunde pe o axă punctul A (vezi figurile 


41.5, a și L5. b) atunci intervalului nemărginit (a: --со) sau (а: --09) 11 cores- 
‘punde A ad (а marcată, lormatà din punctele situate „la dreapta“ lui A 
inelusiv punctul A sau exclusiv punctul A 
TERNS Я 
cO SIR — —— 
a TM 
y cx» 
EE EE E T a M PORE EO DR 
upset н эхэн — га 
a UO а + ¿Q 


Р 5) Vom nota cu Tis al mulțimea fz | € R, r < a! si cu (—09: n) 
mulţimea |т| £ £ R. z 
gintte (а T UN 


Acestea sinl intervale cu extremitatea a, петағ- 


Dacă a <b, atunci intervalului deschis (a; b) ii corespunde pe axă 


Intervalului nemárginit; (42001 4] sau (—co: а) ii corespunde гре: ахёт 


ә semidreaptă (cea marcată în figurile Т.ба, 6b), formată din punctele situate 
„la stinga“ lui A inclusiv punctul A sau exclusiv. punctul A. 


аен Е ВАА i 
======== d curd age " 
=- СО + со 
A 
СЕКА 586 е PL) —. е — ca o жан Je М 
— со + сө " 


Observaţie. Simbolurile 4-oo şi —eo nu reprezintă numere reale. 
Se obisnuieste să se citească simbolul --oo astfel; „plus infinit”, iar simbolul, 
—oo astfel: „minus infinit”. 

Se obisnuieste să se noteze cu (—co; --оо) mulțimea numerelor reale, 
prin urmare R = (—оо; оо). 

6) Să ne reamintim că am notat eu |= | ре acela dintre numerele 
reale z şi — care este pozitiv, numindu-l valoarea absolută а lui т (sau mo- 
duhul іш x). Mai precis, 


Жен т dacü т > 0; 
КЕ =g dacă z < 0 
ві care se mai numeşte si „ezplicitarea modulului“ 
` De exemplu: | 0,75 | = 475, | ——0,75.| == 0,75; 1 2517| = 2, | 525 | = 
= 1,25, | —1,28/| = 1,25. Să ордера că ina tei 
М={х|\хєЄҢ şi | |«1 
este de fapt intervalul închis [—1; 1], deoarece ЗАН modulul obţinem 
Pentru т > 0, т < 1, deci z € |0; 1], iar pentru z << 0, —z < 1 care 
devine z > —1 adică 2 € [—1; 
Prin urmare mulţimea: M = (z|z cH si | | < 1) este reuniunea 
intervalelor [—1; 0) si [0; 1] adică 
M —[—1; 0)U[0; 1] 2[—1; 4-1]. 
Asemănător, mulțimea 
N = Ie|% € R gill <2)--(--2; 0)0[0; 2) = (=2; 2). 


| Іп general, dacă а 2 0), alunci 
| 


12, | a e R şi |z | sa! =[—a; d] și 


Iz|ze€H si || = а= (а; а) 


EXERCIŢII REZOLVATE 


Intervalele sint тїптї de numere: deci toate operaţiile ce se pot efectua, 
cu mulțimi (reuniunea, intersectia, diferenta) se pot efectua şi cu intervale,- 
Ететріші 1. 88 seriem într-o formă mai simplă mulțimile; 3 


[—7: 3] U (0: 8), [==7: 3) П [0: 8] şi [—7: 3] = (0; 8). 


о 


өрнезе айна ; : saja ai ANTIA? Exemplul 4. Tot o reuniune de intervale este şi rezultatul шиш diorente 
Reamintim că dacă A ві B sint mulţimi, atunci: de inlervale: i rss s i SM | 
š 2 - k SEN ы. Е гс ñ "о, 1.9. ç 
AUB-—(z|zeAsuscH,AnB-—izizeAsizeBl | sn оа) (—5: 8]— [72; 5) = (—5; —2)U[5; 8] (fig. 1.9) | | 
iar A B—íz|z€4A şi те В). i ї 
"54 reprezentăm intervalele [—7; 3] si [0; 8] prin segmente pe аха nume- ЭШЕК Dy ATI A TE TC pa 
relor (vezi figura 1.7). Reuniunea lor este formată din elementele ce aparțin гез B : Yi L9 
E DS 2 а * i Ig. 1, 
"cel puţin unuia dintre intervale, deci: 
[—7; 3]U[0; 8] =[—7; 81. b) (—8; 8]— (—2: 8) = (—5: 21018) (fig. 1.10), 
D | 
Intersecţia lor este formată din elementele ce aparţin ambelor intervale. Deci: Lors a AB E du aM ea e e a ТІРЕ | 
+ 09 | 
" [77; 31010; 8] = [0; 3] (vezi fig. 1.7 : = 8 | 
[ 810110: 8] = [0; 3] (v g. 1.2) “соз 5 2! | 
Fig. 1.10 4 | 
теў 0 + 3 * co 
Fig. 1.7 9 н Observali cà (—5; 5]2[—2; 8) şi (—5; 8] 2 (—2; 8). | 
Dilerenta lor este formată din elementele ce aparţin intervalului A, mai puţin ON Tata CI 
intervalului B. Deci [—7: 3] — [0; 8] = [—7; 0). ENERCI ] m. 
Fcemplul 7, Să scriem intr-o formă mai simplá multimile: 
(—2; 3)U (0: 4), (—2; 3) (0; 4) si (—2; 3)N (0; 4). INTERYALE DE NUMERE REALE 
Să reprezentăm intervalele (—2; 3) si (0; 4) prin părţi ale unei axe (vezi figura 1.8), 2 
Numărul 3 aparţine intervalului deschis (0; 4), la fel, 0 aparţine lui (—2;'3). Observăm că, 1) (Oral). Verifieati dacă afirmațiile urmăloare sînt adevărate: a) 0e[0; 3]; 
reuniunea celor 2 intervale este (—2; 4), intersecţia celor două intervale este intervalul b) 2:€ (2; 3]; с) —1 €[—1; 0); d)se(—3; 8); e) —5e[—7; —5]; f) Мег; 3); 
deschis (0; 3), iar diferenfa celor douá intervale este intervalul deschis (5-2: 0); g) --7е(-8; 0]; h) 4e[—4;:+4]; 1) —2e(—1; 2]; j) бе(--8; 4); k) Зе (--8; 2,999]; 
; 1) ж! 0); m) 1,1(6) (55; n) -V/5&(—3;V 5): о) 47,2 е (17; +o); | 
- В ` . 3 ` ` à P 3 
-ө  -2 -0 3 4 Фоо / 3 


р) —16,9 e (--<о; 16,9); г) ma e (— оо; 1]. 


2) (Oral). Care dintre următoarele mulţimi reprezintă intervale de numere reale: 
: А = R| 55020000) е 0 J0 = 2 < ty; o) Iz e Z [x ===t9 ug) о еа > 
Prin urmare putem serie: alíreHR| 9*2 а ЄЧ с yy суа ЕТ Jy d) {жє |z 2 
3) U 2:4 2: 8) Sra qn AES oe 1 ) >тре)ігеХ|0е< x <7). | Š 
(—2; 3)U (0; 4) = (—2; 4); (-2; 3) (0; 4) = (0; 3) și (—2; 3)N (0; 4) =:(—2; 0). 3) (Oral). a) Există un cel mai mare număr real іп fiecare din intervalele: [—5; 2]; 
Ezemplul 3. Să observăm că mulțimea 5 = fz | z cR şi |z |Z2 11 se poate (23; 2:69; [—2 |Z 9 ; 4) 2 
scrie ca o reuniune de intervale deoarece explicitind modulul obţinem: b) Există un cel mai mie număr real în fiecare din inlervalele: 53:02 --1,8); 
Pentru z2 0, z> 1, adică ze [1; со) 81 pentru z «0, —`>1 care devine А Và AS 7 
>< —1, adică зе (—co; —1]. [= —; Ё | | ЕГІ HL 
2 5 


Prin urmare mulțimea $= tz |z e R şi |z [22 1} este reuniunea intervalelor 
(— œ; —1] si [1; +o) adică 


4) Serieli ca intervale mulțimile: 


Şi 3 < e <i C= (ala e R şi —3«r«05 D—ír|reR si — 3 < z = 3); 
Ӛзе(--9; —1]U[t; 40) = 810—4; 1). Е = {riae şi z > 0); E == fe 2x G = (z |z ë R si z< u): M 
= (z | z eR shy < —9}; p = {а r > 2) Jie ie |a e R si —z s F3 
lowers suya Ma TAE um 272770 ce ma | E= (e [2 ë R 22185 L= Iz |a e şi -s«-sh M= I | = W şi 
În general dacă a > 0, atunci: 


0,5 < z< 2,0), N= (z|> e Rsi—| 3-—zzsV 2}; 0= E |те şi uoi 


iz|zeRsi|z|za)-(—oco; —a]U[+a; +œ) = R — (~a; +a) 


S (zizeR şi |z |> a) = (— о; а) U (a; +00) = R — [--0; a]. Р = {5 | =R si — 6) < 5 < —1,(5)]. 


10 anger 27 11 


B) Fie 7 un interva! de numere reâle "SF propozițiile: 

i) „dacă If este nemăreinit ; 

ii) „dacă I este mărginit, atunci 7 conține un număr finit de numere reale“; 

ii) „dacă Z este mărginit atunci Т conține un număr finit de numere întregi“. 
Care dintre propoziţii este adevărată? 

6) a) Daţi exemple de intervale care să conţină numere reale oricit de mari; b) Daţi 
exemple de intervale care să conţină numere reale oricit de mici; c) Dati exemple de inter- 
vale (а, b] care să conţină n numere intregi, unde n € (0, 1, 2}. Calculati în fiecare caz 
b — a. 


„ alunci 7 contine о infinitate de numere reale" 


7) Puneti in evidenfá pe o axá multimile: 


A —(—1; 9}; B-—izeN| —1<2<2}; C—ÍízeZ| -1« x < 23; 


D= ( eR| —1 < 25 2} 


81. 


а--) 


8) Dacă а, b e R}, а<) stabiliți dacă: а) 


e (a; b); b) Vab € (a; b). 

9) Fie a, b ER, a < b. Рипе in evidență pe axă intervalele (— оо; a] $i [b; со) 
în fiecare din situaţiile: a) a > ph) 6-10:0) a < 0 < b. 

În care dintre situaţii 0 е (~œ; a]? 

10) Dacă 0 < z < 1 stabiliţi dacă a - z = (a; co) in situaţiile 1) a > 0; 2) < 0. 

11) Considerăm intervalele I, = [—9; 20]: Z, = (—2; 4); I4 = (0; 3); L = [0; 1); 
\%.== (4; 20]; Ig = (—0o.; 20); I; = (3; +0). 

Stabiliti care din următoarele propoziţii sint adevărate: 
а) Ii DIe; b) ел: o) ТС Ту d) се Л дел) Це; 
h) E) fas) ТОА jh СӘ. 


12) Stabilifi valoarea de adevăr a ргорогл Шог: 


g) 1. С1:С1,СЄЁ, 


4) Е - eo: = $5] ; €) [—1; фо) 5 (—1; 0]; 
1) (0: Фоо) Ə [0; 4]; р) (3; Фсо) 5 (3; 5). 


13) Fie а, b, c, d numere reale astfel încît a «b și c«td. Мойт 7, = [а; bj; 
T, = [о; d]. 


Cercetaţi dacă 7, C I, în următoarele cazuri: 


ET 
в) се (0; Б) sidad 0) amos deb о) с «СЕ? 


— şi d =V ab; d) d & b $i a < el 


e).a < b < c. | 
14) Se dau intervalele /, = [—3; 5); L, = (—45; 5]. Este adevărat, că dacă zel 
atunci z e 1,? Dar reciproc? Ce relaţie se stabilește intre 7, si 74? 
15) Fio a <b si I, = (a; co); T, = [b; oo). Este adevărat că dacă y © T, atunci 
у = 1,? Dar reciproc? Ce relație se stabilește între I, si I% Este posibil ca Л = 1,7 
16) Dacă a < b «i —c < —d, atunci [b; c]C (a; d) 


OPERATI CU INTERVALE 


1) Scrieţi cu 'ajutorul íntervalelor; a)[—2; 7)U {7}; b) (—5; 3)U (—5; 


en 

[5-1 
<> 
m 


). 9 


00-2; 7]U[7; 9]; d) (—2; 7) U[7; 9); e) [—2,5; 6]UL—3; 8]; f) [.—3,4; a 


g){[=2(16); V3)U (—246); 14; hj [-*; — V s]u[- V/10; —2,3); 1) Ёс 


13 
48004 | 
13 Jë з н | 
m 117° 118 
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9) Dacă a e Ë scrieţi ca intervale mulțimile: 

а) (-о; а) U[a; a+1); b) (e —1; aJU[a; a+1); c) [a—2; aJU[a — 1; 
а 4 4]; d) (—; a]U (0; oo). | 

2 8) Determinati а, b e W. a < b știind că: a) [a; LJ U[—2; 5] = |-9; 6]: b) (a; b] U- 

U[-3; 2] [—5; —2] și b < —3. i | 

4) Care din următoarele mulţimi de numere reprezintă intervale: a! (~ 26: 319 

5); b) (-%; 7]U (—2; Fo) e) (—2; =4)U[—1; 2); ñB). (24.0) U [4; 2): €) (2) 
2119 (25 f) (оо: 4101; 4-00)? 
5) Etectua(i: (0; co) UN: b) (—1; со) UN*; с) (— œ; 0]U.R*. 
6) Efectuati: a) [—5; 3) Y [2; 7]; b) [-3; —1)0[—2; 3]; e) (—4; 0) A (—5; --9); 


a (- ХЭ Р o); e) (=3(39; =A [= 7%; —0,(89)]; t) [2; 7) (1-3: 2]; 


2 5 
ТЕ ИАА e M 
g) (—5;4) N (4; 5); "Us : Ju (ша): i) (-5; 7) n (3; 8) П(--2: 6). 
7) Electuaţi: a) (—2; 7)П (—2: 7}; b) (—8; 5) N 1-9; 6}; c) (—3,1; 43) N*; 
ñ қ w 1 , x 
d) [= a zi e) i—V 5; V 3)n9; t) Б d LL 
3 9 2 


8) Fie а e R4*. Efecluafi: a) (~a: a) N [0; a); b) [—a —1; 1] [0; a + 1); с) (—9а; 
За) N (20: ба); (4) i ts o) n[- di 1 в) (=å; 4) 01-41, 1); I) (~a, a) П[—а?, a*]. 


a “ 


^ 13 . 8) ә. нэг! ТАҚ ñ 
9) Allalia si b ştiind că: ala ИП (в; = [s Z); b) [а; 2)П(3; 51-19: 6. 


Df ati: a) (--9: 2 i081 =8; 9 1; 3; e) (+2; 2)U (—3; 3); 

10) Efectuati: a) (-—3; 2)U[1; 3); b) (--4; 210114; 3); 
d) (-2; 2) 11-48: 3); е) (—7; 2) U[2; 7); f) (—7; 2012: 7); в) (—3; —1)U (—1)U 
U (—1; 2); b) (23; —1)U (—1) Qn [—1; 2]. 

11) Ordonati crescător numerele a, b, c, d in următoarele situaţii: 1) (a; b] N (с; 2315 
= (0; d]; îi) (а; b] (e; d] = (a; d]; iii) (в; b) ñ (e; d] = (e; b). Pu 

12) Precizaţi care din următoarele mulțimi pot fi scrise: 1) ca intervale; 2) ca reuniuni 
de intervale. 
a) [—2; 8] — 8); b) [= 2; 6] — (—2; 6; 7}; c) [-3; 4] — (2; 8); d) (—4; 6) —(3; 

3 | 1 ө, PH 9 
6); e) (=5; 6] = [6; 7]; f) [3; 8) = (45 5); g) (1; 2) = Б т); h) [725 4) = (—3; —2} 
UA 2 

13) Se pol scrie ca reuniuni de intervale mulțimile următoare: 
a3)írlzeRsi|rz|m3hb)íz|lzeHsi]r-1]22) 6) iz | z ë R şi |z | > 5}; 
d) (3 Іле şi |:--4|>ар в) (|z =e R si |z# | <; f) fz |z ë ER Ў |z [= 3} 
g) i |zeRs|z|zt35 h) (zize B $ | | «my i) (|z e R si х } 


| 
j) {lse B si |s is Okk) {4|теВ si |zi«-—2h D (z|zeRs |z |< —3}? 


LUCRĂRI DE VERIFICARE 
LUCRAREA 1 


1) Stabiliţi care din următoarele relaţii sint adevărate; 
1 i 
3eN; b) — 


П 0) = 
х 


CA 2 0 : ЯГ 
є 90) 2 е2; d) -VieR—Qe еле) -= = N; g) -!е2%; 
? 
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5 Efectuati: a) AU B; b) АП B; с) В.-гү4 4) G— A; e) € — B unde A = (—3j 


—2:0); B = (0); C = (0; 1; 3). 


Reprezentati pe axă punctele ale căror abscise sint elementele multimii 
M = bs -256 S, уз). 
2 


4) Efectuati: a) & +2; 


қ 8 
pie Han. 


НЫ 


5° . 
T 


ya 


5) a) Scrieți crescător elementele mulţimii N = | -4; |-2) 1-80 


| 


b) Caleulati: 1) |-452|-51-71;9)|-41|-|-% | 
“І|-1|; 5) |-31:1--5156)161-5:411--31 7) | 58 [5; 8) — |948, 


8 
ur: 


LUCRAREA II 
1) Stabilili care din următoarele apartenente sint adevărate: 


1 "i -29 5 
а) ЕЕЕ ЇГС ЛЕЖЕ Е c) (55:52 —1) : 22 = М; d) (i- = + 


2 --4 4 
He xe Q: e) (/3 — 2 V/3-( -V 3) e R — q; г) 22: «ИЗ Vse N g) (1+ 
o 
Td 3):(1 — V 3)= Q; h) (1 + 3 изе RN 0. 
ds а) Reprezentali in sistemul de axe rectangulare 20у punctele: O(0; 0); B (1; 0); 


C (1; 1): D (0; 1); b) calculati lungimea segmentului ОС; с) Ваи ре dreapta ОВ 
сан care au abscisele egale cu: — | 33 + Кее +2. 


3) Scrieţi crescător elementele mulţimii: Ze eee 1/3-4l; B —w3[ 
I-1-V 3| pa va l3 vs] |-и 

4) Caleulaji a e К din egalităţile: a-|/3—2|— 42 —V 3; b) a + 18 — 
—И?|=|И7—5[; ola-V3l— И; ala-Vi-y3l изи 


LUCRAREA III 


1) Stabilili care ТОБ următoarele шил sint adevărate: а) —1e[—t; 3); 


ET Qe (—23: 4]: ӨЛЕТІН A]: d), 31е (85 ; 1]; е) 8 = [0; +); t) [—1; 1]c (—2; 


21: gi) (0; Вис [0; 3]; h) [—1; 1) c(—1; 1j; i) (—; +4) c(— e ; 4); j) [-Е3; +o) > 
> (g, 4); k) ey +оо) 2[—2; 0); 1) (22 2[2; 3); m) i—1yc(-1: 0) mp 4; 97с 
С 

2) Efectuati: 
101101; 41-41, 64-14, unde a) T, = (—3; 3) şi Je = [2; 4); b) 1, == (—3; 0) 
şi Ia = (0; 1). j a pă, 
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NOORA REATIVA EA 


1) Scrieți trei numere din intervalul (0; 4). 

2) Fie A = [—2; 3]; B = [1; 5). Scrieți ca intervale mulțimile: a) AU B; b) АПВ; 
б А- Б; а) B — A. 

8) Atlaţi elementele mulțimii: 
a) [—2; 5 Шын уз; — 2; зар: b) 1-4: 41025 c) 1-5: 41423: d) (-6: 
A NN*. 

4) Fie 0 е (a; 4-оо). a) Justificalj dacă а? є (a; 400); b) în ce condiţii —a е 
є (а; +оо); c) în ce condiţii аз e (-оо; a). i 


3. ECUAȚIA DE GRADUL I CU 0 NECUNOSCUTĂ. 
ECUAȚII REDUCTIBILE LA ECUAȚII DE GRADUL 
ÎNTÎI CU 0 NECUNOSCUTĂ. PROBLEME CARE SE 
REZOLVĂ CU AJUTORUL ECUAȚIILOR DE GRADUL 
ÎNTÎI CU 0 NECUNOSCUTĂ 


Să ne amintim că o ecuaţie este o propoziție cu variabilă (propozi- 
[Ше cu variabilă se mai numesc predicate) în care apare, o singură dală, sem- 
пш „= j 

De: exemplu, să considerăm propoziţiile cu variabilă (predicatele): 

1) Elevul cu numele z este în clasa a VIII-a А, z € (Ionescu, Popescu, 
Constantinescu}; 

2) 2 — 5 = 2, x € 10, 1, 2, 3}; 

3) Ditera m este în alfabetul latin, x € (a, b, р, zt; 

s шс: 

3x? + 1 

6) 4x —1—1—x--2, x€ (1, 2}. б 

Prima, a treia şi a şasea nu sint ecuaţii. А doua şi a cincea sint ecuaţii 
cu o necunoscută, iar a patra este o ecuaţie cu două necunoscute. 

Mulțimea in care ia valori necunoscuta se precizează în dreptul ecua- 
tiei; în cazul în care nu.este scrisă, vom considera că este mulţimea nume- 
relor veale. 

O ecuație eu o necunoscută.are forma generală; 


(х) = Рх) x EM; 


necunoscuta X apare efectiv în enunţul ecuaţiei, in membrul sting S sau in 


membrul drept Ð. 
. Necunoscuta poate fi înlocuită (sau substituită), în enunţul ecuaţiei, 
cu orice element din mulţimea M; ca rezultat enunţul poate exprima sau 
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nu un adevăr. Acele elemente ale lui M care inlocuite în enunț, în locul necu- 
' hoscutei, lac ca enunţul să exprime un adevăr, vor fi numite solutii ale ecua- 
(тег. Rezolvarea unei ecuaţii înseamnă aflarea (determinarea) tuturor solu- 
(Шог sale. 

De exemplu, prin înlocuire directă, constatăm că ecuația 


237 9.— 2. SEO а Э) 


nu are niei o soluție, în mulţimea (0; 1: 2; 3}, Aceeaşi ecuaţie 2x — 5 = 
XE В are о singură soluție іп R si anume x = 3,5. 
Despre ecuația: 


DI 


-4'= 2. (x.— 1) = x42 х е: 
vom spune că are „mai mult de două soluţii“ in R, deoarece după efectuarea 
tuturor calculelor obținem 0 = 0, oricare ar li x € R. Să ne amintim cá o 
astfel de ecuaţie se mai numește şi „identitate“ (sau o есйайе nedeterminată). 
Prin urmare „mulțimea de soluţii este R, adică S = R. 
În schimb, oricare ar Ї mulţimea іп саге ia valori necunoscuta х, pro- 
poziția 
3:(x-- 1) =3:x— 2 
ne conduce, după efeetuarea calculelor, la egalitatea 3 = —2 evident absurdă. 
Despre o astfel de ecuaţie obisnuim să spunem că nu are soluție in nici o mul- 
[ume (sau că este о ecuație imposibilă). 
Іп următorul exerciţiu ni se cere să rezolvăm ecuaţia: 
. ә „> - 1 Ч 
ЭХ Хи (1) 
în mulțimile: a) N; b) Z; с) 0%; а) 0; e) R. Р 
Separind termenii cunoscuţi de termenii liberi obţinem ecuaţia echi- 
valentá: 2x = 7 (2) şi apoi x = 2: (9). 
7 sr ed. 50 
Deoarece е N si те Z spunem: în mulțimile М sau Z ecuaţia 
2 2 
ЯС Г өсін 7 
(1) пи are soluție. În schimb, deoarece зе Q* с Өс R putem spune: 
ecuaţia (1) se poate rezolva (are soluție) in oricare dintre mulțimile Q*, Q 


sau R, soluţia fiind numărul 


2) Й 


Să ne amintim că două ecuaţii sint numite echivalente ducă ай. aceeași 
mulțime de soluții. "d 

În rezolvarea ecuaţiilor se folosese următoarele două proprietăți ale 
egalităţii (valabile pentru numere reale); 

Proprietatea 1. Adunind la (sau scázind din) ambii membri ai unei 
ecuaţii același număr real, obținem о altă ecuaţie, echivalentă cu prima. 

Conform acestei proprietăţi, putem trece termenii dintr-un membru 
intr-altul, schimbindu-le semnul. 

Proprietatea 2. Înmulţind (sau împărțind) ambii membri ai unei ecuaţii 
cu acelaşi număr real, diferit de 0, obținem o altă ecuație, echivalentă ei 
prima. 
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De exemplu, să rezolvăm ecuaţia: Зх — 1 = 9, x. cR. ' 

Adunind la ambii membri numărul 1, obţinem ecuaţia Зх = 9 + 1, 
m c В, echivalentă cu prima. Împărțim acum ambii membri cu 3: obţinem 

: 10 ы aih š : y "ig 
ecuația X = —, X C R, care este echivalentá cu prima. Această ultimă 


ә 
o 


: н 4 ; Б ЦЮ e Зи: 
ecuaţie are evident o singură soluţie, numărul — . Deci şi ecuaţia Зх — 1 = 9, 


о 

+: : ө го 

X Є В are o singură soluție, numărul —. 
o 
.O ecuaţie de forma 
А ох ъ= 0, x € R 

în care а 5 0, а şi b sint numere reale, este numită ecuatie de gradul Г en o necne 
nosculă. Am învăţat în clasa а VIl-a că orice ecuație de gradul | cu o necu- 


Еа z ! : 5 b 
noseutá are o singură soluție, numărul — -. 
ü 


EXERCIŢII REZOLVATE 


Етегейіші 1. Să se rezolve ecuația 

(1) a: x = 5 în care necunoscuta este x, unde а este un număr real, 
oarecare, numit parametru (а € R). 

Distingem două cazuri: 

1. ал 0. Conform proprietăţii 2, impártim ambii membri ai ecuaţiei 


(1) prin a. Ecuația (1) devine: 
k 


` 5 : А 2 : 50453) : 
(2) x = —. Ecuația echivalentă (2) are aceeași soluție, — , са și ecua- 

a a 
tia (1). 

2. а = 0. Atunci ecuaţia (1) devine: 

0: x = 5 adică 0 = 5, evident un rezultat absurd. În acest caz spunem 
că ecuaţia (1) este „ecuație imposibilă“. 

În rezumat: pentru a = R — {0}, ecuaţia (1) are o singură soluție, 

2 

5) : $ 2,77% 

x — —, Pentru a — 0 ecuaţia (1) este imposibilă. 

a 
Exercițiul 2. Rezolvaţi ecuaţia (1) аг x = 0), in care а este un parametru 
real. 

Apar următoarele cazuri: | 

1. ал 0. Impártind ambii membri ai ecuaţiei (1) prin а, obținem ecua« 
tia echivalentă 

бе 2 PX j Ls 

(2) x = — adică z = 0, care reprezintă şi soluția ecuaţiei (1). 

2. а = 0. Atunci (1) devine 0: x = 0, egalitate adevărată oricare ar 
fi X € R. Prin urmare ecuația este „nedeterminată“, are o infinitate de soluții, 


adicá S — R. 
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În concluzie: ша 
Pentru a Є {R} — {0} ecuaţia (1) are o singură soluţie, x = 0. 
Pentru а == 0 ecuaţia (1) este o nedeterminare (identitate), ecuaţia are 
9 infinitate de soluţii, adică S = R (mulţimea de soluţii este R). 


Етегейіші 3. Să rezolvăm ecuaţia ах +- З = 4х — 2a, x € R, (1) in 
care а este un parametru real. 

Trecem in membrul sting toti termenii in care apare necunoscuta, iar 
în membrul drept ceilalți termeni; ecuaţia este înlocuită cu ecuaţia echi- 
valentá: 

— x ах = — 2a — 3, x € R (2) 


(а-- 4)х = —2а — 3, x € R (3) 
Distingem două cazuri: 
1) a А. In acest caz impártim ambii membri ai ecuaţiei (3) cu numă- 
rul a — 4 (care este # 0); obţinem astfel ecuaţia echivalentă 


—2a — 3 
Х = n os € R (4) 
a— 4 
d ы a 2 oe cd DM a 2 —24 — 3 
care are eyident 0 singură soluţie: numărul 6-4 
ç @ — 4 


2) a = 4. În acest caz ecuaţia se serie: 
0-х--9:.4-3,хеВ (5) 

adică 0 = --11, rezultat absurd; această ecuație nu are nici o soluţie. 

În rezumat, ecuaţia (1) are: 1) Pentru a € B — {4} o singură soluţie; 

mx 9 

а-4 

‘Exercitiul 4. Fie de rezolvat ecuaţia: m? х--2--4-х--т, x€ (1) 

în care m este un parametru real, „Separind“ termenii care conţin necu- 

noscuta X de termenii care nu contin necunoscuta x (termenii liberi), obti- 
nem ecuaţia echivalentă: 

ПАХ == y SER 


; 2) pentru a = 4 nu are nici o soluţie. 


sau 
x:(m—2)*(m-r-2)-—-m--2, x c K (3) 

Distingem următoarele cazuri: 

1) m # +2. În acest caz putem împărţi prin m — 2:cei doi membri 
ai ecuaţiei (3); obţinem ecuaţia echivalentă: 

X (77/-2-2)-21, x S (4) 

Să observăm өй ecuaţia (4) este de forma ecuaţiei de la exercițiul precedent. 
Prin urmare apar următoarele alte două cazuri: 

а) m Z —2: obținem din (4) ecuația echivalentă 


| а 
ae xch (5) 
m -+ 2 
; : : š | 
ȘI care are o singură soluţie: numărul ——- 2.» 


m -4- 2 
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b) m z—9. Ecuația (4) devine 
O: — 1, adică 0 = 1, absurd. 
În acest caz ecuaţia (1) nu are nici о soluție. 
2) m = 2. În acest caz ecuația (3) devine 
к-0-4--0, x € R (6), adică 0-0, 

Spunem, in acest, caz, cà ecuația (1) este o »»hedeterminare" şi vom înțelege 
că ecuaţia (1) are o infinitate de soluții reale, (este o identitate), deci multi- 
теа de soluţii este 5 = К. 

іп rezumat, ecuaţia m?x -+ 2 = áx + т, КЕН are: 

Pentru m C R — (—2; 2) o singură soluţie reală 8! anume numă- 


rul - 
m 4-2 
pentru m = —2, nu are nici o soluție; 
infini 1 Las А Eten нате 
pentru m = 2; are o inlinitate de soluţii reale (este 0 nedeterm mare), 


adică. mulţimea de soluții еме R, 5 = К. 
EXERCIŢII 


ECUAȚII DE GRADUL I CU 0 NECUN OSCUTĂ 


1) Care dintre următoarele propoziţii cu variabilă sînt ecuaţii de gradul 


necunoscută: € nam 
а) 5x + 4 = 2; хе N; b) х – 2 = 0; кей; o) Əx— 41 = x$ 2 = X; Же 55 
қ y : 2 
d) x+.y — 1 = х, уев-фңе) 2-1 == x+ y; x, y, тє Q. 
y x 
8) Aceleași întrebări pentru propoziţiile: | 
а)—х—1=0; xe N; b) 2x — 1 = x; xe Z; c) 3(x $ 1) = 5x — 2; rel; 
d) x= y= x+ ; x, ye RNQ; е) —2(x — 3) 2,—4(2x — y); x = Q, 
8) Verificati dacă 4 este soluţie pentru ecuațiile: | - 
a) x— 4 = —3; x € N; b) 3x — 2 = 0; х=7; с) ж  1;xeR; d) x — 1 = 9; 


(х 1 š 
xag 6)------; xeN*. 
o о 
4) Verilicali dacă 0 este soluție pentru ecuațiile: а) іх — l =); тең 
by х4-1-41: хє Q; c)x —0; хє d) xix — 3) = x, Хе Z*. 
5) Verificati dacă 2 este soluție pentru ecuațiile: 
8) EIAS Am +1= RES = К; 0) (x je [x + 6)(x — 6)=2; (x--3/ 
РР 2 4 
хе R. »4 
6) Aceleași intrebári са la exercițiul 5 pentru ecuațiile: a) e E — 4 = 0; xë É 
à 
b) х—1=1—х; xeN; с) (X — 1) = 1; хе 9. 
+7) Verificaţi dacă numerele 1; — |⁄/ 3; 2 sint, respectiv, soluţiile ecuaţiilor 
3 2 уже чөй, 
8) ix—44/2-(V8—1)x-1-—WV3; кек: b) 5(x +1 3)+ — = 05; хєЁ-0, 
ж тұл Ц 2 
pă р 1/79 SE ana ЭЛЧ 
о) 3-104/3-4-12- х| х = 
19 


813 танба dm О (56) 2 
8) Verificaţi dacă eeyatia баст ой É s тед q X are soluția din mulțimea: 
2 б 3 


9) Aceleaşi iutrebări ca la exercițiul 8, dacă mulțimea este: inse £s a. 


" 9 
10) Serieli sub fermà zecimală, soluţiile urmütosrelor ecuații: a) х EL = 0; 
> . Г, 7-49 Л > B 3 9 
x= | b) 035» - 8 0; хен; в) 942Х--(0945-8 9,45%) 0,945 = 0,9453 = 
— (9,45 — 0,940x): 9.45; X є M. 1 ; 
11) Rezolvaţi ecuaţiile urmatoave în R: 
aj-—p/2x —4/2 — 2; b 2x= Vă c) 121. аг 
л 5 ^ pă 
+ ^ 
2X 1 x Ж) 9 х "x } 19 
4) zm e — = — - 1 1 
7 ej 9 = x au t E = b we E e laica 
EXE “ДЭЛ: ч 2 
gl — (2x — 1) + — - (Ax — 2) + — (8x — 1) + — = y. 
2 ^ 8 8 
12) Aflalisolutiile pentru fiecare dintre ecuaţiile următoare: a) 2x 4 3 = — x +41 
;b)3x—2-68:(x— 4; xe W;0)2/7€ —5-/2x —3; xe KR; d) 4Ax—4 = 


gw x; x= N : 
13) Stiind că yx ë H. rezolvaţi еспа е: 


E 1 1 | 1 4 j 

аш dA | ae ICE e u Spm E aul == 
1 1 t 

*b) ТЗ pl al) ba. —1=0, 
218 4 


14) Care dintre următoarele ecuaţii au cel puțin o soluție reală: 


0тФ8-424(-44-4(45)64 
D 


b) 4- r — 2 — (x = 3) = = (98 = 1) 4. (6s 7); 


(i 4 
d) 25 2 х= — zc У 
л 12 9 
КЕЛЕР uo 1 
d) = (3x — 2) + — [x= 1) = ——°[{% xe 3) = == (03 + 1); 
5 3 3 3 
e) WM 3- x4 32 5-/3»* (x 1) 


19) Care dintre următoarele ecuaţii ар ce] mult o soluție reală: 


B) 4-2 = WU —1) д 

b) .2 (x= 3) = В(х- 1) + x; 

0) dă 2-(%--4) = --0Ұ; 

d) 3-(x -- 1) + 2: (x — 2) = 5 : [g + 3) = {4; 

в) (x - t) -E x 2) ro) Ix t Л) = 4 - [s 4-2) 4- 9, 


16) Determinati parametrul real sa" astfel ca numărul —2 să fie soluție pentru 
fiecare din ecuatiile in x (x е KJ: ) 3 


а) ох j+ 5 = ) = ú, b)-—-x-asób, ©) -( ээж»34/0Ф41)Фф1:040) 3x 4 


2225 17) Determinaţi а. єє В. astfel ca 6.58 fie soluţie a ecuaţiei în x; ax 9 — 2x + в. 
Pentru a determinali rezolvali ecuaţia dată. 


18) Știind că ecuaţia m^ x + n = 0, x e R, admite două soluţii diferite, deter- 
mina(i numerele reale m şi n. 


19) Sint echivalente ecuaţiile: 9% + da 3x — 2 ( - 4) x € R și 
2 4 


3(x—5)25—2x4-5:(x—4); хє? 
20) Considerăm următoarele propoziţii: 


а) mx — 3 = 0; b) Зх — m = x; с) m-:(m+1):x—1=m; d) |m | -x= m; 
e) Im | ` x+ x= 1 + m; f) (m — 2) - (m + 5) x + 4 = 2m; gymi-x—x = 1 — т; 
h) m - x = m: (m +1); 1) т(х - 1) = m* x — 1. Determinaţi pentru fiecare propoziţie 
în parte valoarea numerică a parametrului real m astfel încît: 1) Propozitiile să reprezinte 
ecuaţii de gradul întîi cu necunoscuta x; 2) Ecuațiile cu necunoscula x să aibă o singură 
soluție reală; 3) Ecuațiile cu necunoscuta х să aibă cel puțin o soluţie reală; 4) Ecuațiile 
cu necunoscuta x să aibă cel mult o soluţie reală. 

21) Considerăm următoarele ecuaţii cu necunoscuta m (m е R): а) m:z— 
—m-—1-—0;b)mz-—2-—7;c)|m]|-*z-- ж = m + 1. Determinaţi valorile parame- 
trului real x astfel încît ecuaţiile de mai sus să aibă o singură soluţie. 

22) Atlati valoarea parametrului real „p“ astfel ca ecuaţiile: 2px + 5 = 5x + 2р; 
px + 2 = 3x + р(х = R) să lie echivalente cu ecuaţia рх + 5 = р(х + 2)(x e В). 

23) Fie ecuaţiile: а) (m--1):x--a—x; b) а-т--ах--тх--а-т; c) 1--(х--т)-а-- 
= (a—x):m; 4)а:(х-а) = m-(x — m), unde хе Б. Rezolvali-le, analizind toate 
cazurile ce pot apárea (a $i m sint parametri reali). 

24) Rezolvaţi următoarele ecuaţii reductibile la ecuaţii de gradul intti cu o necu- 
noscută. 

i) (x + 2): (x— 2) + 5- (3x — 1) = (x $ 5) (x — 1) Ф 8x — 22; 

ii) (x — 4): (x — 4) + (x + 3) : (x —3) = (x — 1) - (x $ 2) Ф (x Ф 3); 

iii) (x — 8): (x — 4) — 2- (3x 2) = (x — 4)’; 

іу) 12—2-(x— 1? = 4. (x — 2) — (x — 3): (2x — 5); 

v) 5:(x —14? —2- (x + 3) = 3- (x + 2p —2- (6х = 1); 

vi) 5-x — (4x + 3? = — 3х: (5x + 3) — x? + 20. 

25) Probleme care se rezolvă cu ajutorul ecuaţiei de gradul întîi cu o necunoscută. 

i) Suma a două numere naturale este egală cu 180. Care sint cele două numere ducă 
unul dintre numere este mai mare de: a) două ori; b) trei ori c) patru ori; d) cinci ori. 
e) şase ori; f) n ori, decit celălalt număr, 

ii) Diferența a două numere naturale este egală cu 180. Care sint cele două numere 
dacă numărul cel mai mare este de: a) două ori; b) trei ori; c) patru ori; d) cinci ori; 
e) șase ori; Ї) т ori, mai mare decit celălalt număr. 

iii) Suma a trei numere naturale consecutive este 42. Care sint aceste numere. 

iv) Suma a patru numere naturale consecutive este egală cu 30. Aflaţi cele patru 


numere. 
à v) Să se găsească două numere naturale consecutive, astfel ca suma lor să fie egală 


cu de trei ori numărul mai mare, mai puţin — din numărul mai mic, 
4 


vi) Sá se împartă numărul 140 în două părţi, astfel că o parte mărită cu 10 să fie 
egală cu a cincea parte din cea de-a doua parte. 

vii) Dacă scádem 8 dintr-un număr natural si inmultim diferenţa cu 12, iàr la pro- 
dusul obţinut adăugăm dublul numărului necunoscut, obținem 44. Care este numărul 
natural necunoscut. 
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. viii) Dacă scădem dintr-un număr 3:.10.si. 41, obținem trei diferente care adunate 

dau numărul respectiv. Să se alle acest număr. : i 
_ jx) Determinați un număr sliind că adunind o pătrime, o treime din acest număr 
şi 12 se obține un număr de trei ori mai mare decit număr ul căutat. Să se afle acest număr. 


x) O sumă de bani este împărţită la trei persoane asttel: prima persoană ia cu două! 


treimi mai puțin 600 lei; a doua persoană ia uu sfert, iar a treia persoană ia jumătate mai 
puţin 4 000 lei. Care este suma de bani și cit primește fiecare persoană? 

xi) Un ogar urmăreşte o vulpe, care are 60 sărituri înaintea lui. Peste cite sărituri, 
ogarul va ajunge vulpea, știind că, pe cind ogarul face 6 sărituri, vulpea face 9, dar cá 3 să- 
rituri de-ale ogarului fac cit 7 de-ale vulpii. 

xii) Într-un triunghi oarecare, al doilea unghi este egal 28 din primul unghi, 


iar al treilea unghi este cu 15? mai mare decit primul unghi. Să se afle mărimea fiecărui 
„unghi. 

xiii) Perimetrul unui triunghi isoscel este egal cu 18 dm, iar una dintre laturile 
egale este cu 3 dm mai mică decit baza ва. Dintr-un punct care aparține bazei triunghiului 
se duc paralele Та laturile egale ale triunghiului isoscel. Care este perimetrul paralelogra- 
mului astfel format? 

xiv) Un trapez are baza mare de 5 m; baza mică de 3 m si înălțimea de 4 m. Se 
prelungesc laturile neparalele ale trapezului pînă se infersecteazí. Se сеге să se calculeze 
înălțimile celor două triunghiuri astfel obtinute. 


VERIFICAREA CUNOSTINTELOR 


» A. 1) Verificaţi dacă —1 este soluție pentru ecuațiile: a) мл - 2 == (5) 
x= Н; 5) - a—4ei- 0,5 x—ix xe 
2) Rezolvaţi: a) 5х — 7 = 8; xe R; b) 3- (x +- 4) == --4х; xe Q; c) x — 7 = 8; 
хет; d) E E 1; xeQ*; e) = -= =0; xeN; f) 2:(x--1)= 3(x --4)- 
хе К. 3 


8) Determinati а e R astfel incit ecuaţia 2а x 3 = x += a, x e I să aibă soluţia 
х= —2. 

4) Rezolvaţi ecuaţia cu necunoscuta x e R, mx + 3 = x -+ m, unde m este un 
parametru real. 

B. 1) Verilicaţi dacă 9 este soluţie. pentru ecuaţiile: 
xc 3 1 725—9 


— Х------------- == -— . -- 


b). (2x + 3)(x — 5) + 13,5 = (?x — 5). (x 1,5). 


2) Rezolvaţi ecuațiile: a) 2- (2-[2- (2 — 2) — 2] — 9) = 45 x; x € R 

b) (13x + 3* — (5х4 1) = (12x — 3*5; x e N. 

3) Rezolvaţi ecuaţia т> (x — 2) — 3m = x +1, unde m este un parametru real, 
; 
' 

4) Care sint măsurile unghiurilor triunghiului ABC dacă măsura lui А este — 
9 
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ә 
din măsura lui В și măsura lui C este — din suma măsurilor unghiurilor 4. si В. 
3 
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INECUATII 


4.1, INECUATIA DE GRADUL I CU 0 NECUNOSCUTĂ 


Să ne amintim cá o propoziţie eu variabilă de tipul x + 32 2 — x (4) 
sau 2x — 1 < x — 3 (2) sau J(x — 1) > 5x — 4(3) este о ,/necuatie". Litera 


Х se numeşte, ca si la ecuaţie, necunoscută. 


Dind literei x diverse valori (numerice), obţinem fie propoziţii false, 
fie propoziţii adevărate. 

De exemplu, in inecuatia (1) dind lui x valoarea 0, obţinem 3 ғ> 2 gi 
deci propoziţia este adevărată. Numărul zero este о soluţie a inecuatiei (1). 


үн x. = --2, inecuatia (1) devine 1 > 4 adică o propoziţie falsă. Numă- 
rul —2 nu este о soluţie a inecuatiei (1). Pentru х = 3 sau x:= 4, inecuatia 


(1) se verifică si prin urmare 0, З sau 4 sint soluţii ale inecuaţiei (1). 


A rezolva о inecualie înseamnă a afla „toate“ soluţiile sale. În general 
se spune că două inecuații sint „echivalente“ dacă аш aceeaşi mulţime de 
solutii. 

Următoarele proprietăți ale inegalitátilor (intre numere) sint valabile 
şi în cazul inecuatiilor: 

1) dacă a <b atunci a 4- c < b + c si a — e < b — c; 

2) dacă a < b si c > 0, atunci g: e c б.с gl а: с «b 

8) dacă a <b si c < 0 atunci ае > b: eg а:сссьф сс: 

4) În loc de b <a se poate serie si a >b. 

Observaţii. 1) Aceleași proprietăţi sint valabile şi dacă înlocuire semnul 
<š (mai mic) cu semnul > (mai mare). 

2) În rezolvarea unei inecuaţii, folosind convenabil unele din aceste 
proprietăţi, obținem ,inecuatii^ echivalente cu cea inițială. 

Exemplu: Să se rezolve în R inecuatia Эх — 1 > 2-(x + 3) (1). Efec- 
tuind înmulţirea din membrul drept al inecuatiei (4). obtinem: 

3x — 1 > 2х 4+- 6 (2) sau separind termenii care contin necunoscuta 
de termenii cunoscuţi obținem 3x — 2x > 6 4 1 (3) sau încă: 

x > 7 (4). Deoarece x € R, rezultă că mulţimea de soluții a inecualbiel 
(1) este un interval de numere reale si anume: x 217: оо), 


Observaţie. Inecuaţiile (1), (2). (3), (4) sint inecuatii echivalente, avind 


drept mulțime de soluții intervalul (7: --оо). 


4.2. SISTEME DE INECUATII 


Să presupunem cá avem de rezolvat „simultan“ 4004 sau mai multe 
inecuatii de gradul I cu o necunoscută. Prin aceasta vom înţelege să găsim 
toate mulțimile de. soluţii (intervale) care să „verifice“ deodată (simultan) 
toate inecuăţiile date. Avind in vedere că (їесаге inecuatie are drept mulţime 


de soluții un interval, rezultă că „mulțimea soluțiilor“ tuturor mecuațiilor 


date va fi intersecția mulțimilor de soluții ale inecuatillor date. 


0 
e 


Eremple: 1) Să se rezolve sistemul:- 


[x+ 3 < 2x + 4 1 
(1) ЕТ {ЙҮ iz af: După efectuarea calculelor şi separarea terme- 
AUN S S ONU 
nilor care conţin necunoscuta de termenii „liberi“ obţinem sistemul echiva- 
lent 
|с 2x < 45-9 —x < 1 Р A 
(2 Е ; р sau încă (3 Р 8) conform unei pro- 
) Р ox < 2 — 1 1 ) ums "' р 


prietáti relative la inegalităţi inmultind cele două inecuaţii cu ( —1) obţinem 


kl X € [—1; +00) 
sistemul echivalent (4) | x > Ч adică (5) үү E lie x ; +): Prin ur- 


5. 1 ыы | 1 
mare soluția sistemului уай 544 --1, +|- ros кєз == as +). 
2) ә 
П) Să se rezolve sistemul de inecuaţii: 
[ 3ix — 1) > 3(x + 2) 
(1) nsi " 
P^ 5 6 Ж 


Efectuind calculele și separind termenii cunoscuți de cei necunoscuți, obținem з 


Ё 2х--2Х > 2-56 жы MID A a 
4) Е — 2х 5 --2--5 PIU) Dex. "UP 
(4) В < —8 dedi (5) X €&(-—os; —8] 

" [x28 е (8; +00) 


Prin urmare, 
$ = (--оә; —8] N (8; +e) = Ø. 
Observaţie, Dacă sistemul contine, de exemplu, tre? inecuaţii, mul- 
timea solutitjor sistemului va fi intersecţia mulțimilor soluțiilor (intervalelor) 


celor trei inecuaţii. 


4,3, ІУЕСПАҮП DE TIPUL (ах + 0) iex + d) > 0 (SAU < 0) 


De exemplu, avem de rezolvat ineeualtia: 

(1) (2x — 1)* (—x4- 3) > 0. 

Deoarece trebuie sa he găsite ,numerele" х= R. astfel înctt produsul 
.numerelor" 2x — | si —Х + 3 så he pozitiv sau egal eu zero, tormăm urmă- 


toarele două sisteme de inecuaţii: 


2X — 1 20 2x —.1 < Ü 
I SAL š 
Я ре А H zd 90 


Multimea eolutalor inecuatiei (1) va fi reumunea mulțimilor solutiilor (inter- 
valelor) celor două sisteme I sí П. Rezolvind cele două sisteme de inecuatii 
obtmern 
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1 X > șa $ T E « e 
Ж | 


1 
хе|--; +o v e [—oə: : 
1 2 sau 1l 2 | si deci 


S-SQUS-O0UI i - | 
: | 5 


\ | š 


Alt exemplu: så se afle xc B astfel ineil (72548007 


Deoarece produsul „numerelor (x + 1) šsha2 = 


» negativ seti cel 


mult egal cu zero, tormâm sistemele аа: 


Х--1210 y ligi 
1 t ) - sau |l 12 : deci 


)— x < Ú | poa) 
Ї E i ic, sau 1l E adicá 
Xk>3 ЇГ: ) 
[ X €&[-z1; eo) "si 11:| 5 (2—9; 23) şi 
X E[3; со) х е (=e; 3] 
deci $, =[—1; со) П [8; со) =[3; со) sau 


24. 5g —(—9e; —1] N [—cə; 3] = (—әә; —1]. 
Atunci S = S, Ü $, = (—eə; —1]U[3; eo) = RN(—1; 3). 


Е =a с a E өх $ 
4,4; INECUATII DE TIPUL 2127 > 0 (SAU < 0) 


De exemplu, avem de „rezolvat“ inecuația: 
| = AX 
— BU. 
Xp 2 
Deoarece trebuie determinate numerele x < R astfel incit raportul unu- 
merelor“ 1 — 3x 81 x + 2 sà lie pozitiv sau zero, lormárn sistemele de Inecu: 
atii 
[Ue 0 iU assaka] 
1 Р sau TI 
x4-2 > Ü X 4- 2 « 0: 
Observati că numărul. x + 2 trebuie să fie diferit de zero. deoarece im- 
pártirea prin zero nu are sens. Deci: 


> 
Сэ 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 


с [хе — 00; ді В RE i. оо, : 
| | 3 sau П 3 . Atunci 


doit Ш -(-% |” 7, sil -9; Л| 


Ай exemplu 


< 0, Rezultă sistemele de ineeuatii: 


-2--Х>0 -2--х<0 Қы 
1 Су sam TJ adicà 
«0 —х—3 


— k == е х= 9 
ра sau n [5 e? 
ix > — [x< 
Prin urmare: | х €[2 em) sau H E SUIT 2). Desi 
x Є(—3; оо) = (озм —3) 
8,-1(-4:6о)(1(2:со)-12:со) sau S,=( со; 3)n(—oe; 2]==(—оо; —3). 
Urmează că 5 = S,U 6, = (—оо; —3) О [2; F) = R — [—3;,2). 
EXERCIŢII 


INEGALITÁTI (Recapitulare) 


` BA se demonstreze următoarele inegalităţi: 
8 ! 


žab oricare ar fi a, b e В; 


* 9(a* +- b°) oricare ar fi a, b е В; 
< 9(0° + b°) oricare ar fi a, b e R: 
me) ç 2 
Бэрэн | oricare ar fi 2, y e В; 
а 91% š 
pa oricare ar fi т, y = R; 
2-1) 


< 0 oricare ar fi a = R; 
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` 9 
Бу 22225: 2a 
2b a+b 


(a — by 
bab 


хаад 


9) 14 — yvw—P 0; a, b > 0. 


10) a? + b? + c? — ab — be — ca > 0, a, b, се R. Cind are loc egalitatea? 

11) Arátati că media aritmetică a Попа numere date este mai mare decit media lor 
geometrică, iar diferenla lor, este mai miră decit pătratul diferentei celor două numere, 
împărţite cu de opt ori numărul cel mai mic. 

12) Dacá trei numere reale pozitive a, b, c sint astfel incit unul din ele este mai 
mic decit suma celorlalte două, avem: 

a? +b? + c? — 2 (ab + bc + ca) < 0. 

18) Dacă ab + bc + ca = 1, atunci а? +b? +c > 0. Indicalie: (a — 2)? > 0 
(b — 2c)? > 0; (c — 2a)? > 0. З 

14) Dacă af +024 с2=1 și а0--23--02-41 atunci 

(аза + biba + суса)? < 1. 


(indicație: verificați că (41 + pa t c») : (43 + 4 + ci) — (ауа» 4- bbs + 0,05) > 0; ine- 
galitatea lui Lagrange). 


, 


INECUATII 
1) Fie: 


a) 2: 0; siva) şi 2x + 1 2 0; 
2, 
b) Aa «4-5; —4; —3,1; l/—3] si —x— 3 > 0; 


с) Аз = НЫ —1; 2 5815х-1«0 
- 5 
Р 1 қ 
а) A = fo; —; 1 бі 1—4х< 0; 
4 
e) Ag — (—1; 0 


1) A, = 10; 4; V 3] şi 3- (1 — x) « 0. 


; 2} si —2- (x — 4) > 0; 


Verificali pentru fiecare exercițiu in parte dacă „toate“ elementele mulțimilor date sint 
soluţii pentru inecualiile specificale în dreptul lor. 


i 


€ 


2) Veriticaţi, pentru fiecare exerciţiu în parte, dacă numărul a = В este o soluție а 
necualiei respective: 
ala > 0 si x+ 1 > 
b) а--05і-х--2< 
)a>0 şi —3x— 1< 


A) AO mL 


е) а= 0 şi 3x—4 > ч 
) 


a< 051 5x— 1 < —3. 
Să se rezolve in R următoarele inecuatii: 
3) a) x+ 32 0; b)x—3>0; c) -х44>0; d) -2x—4 > 
e) 3x --1« 0; f) 2x —2 < 0; р) Ax -5« 0; h) —7x — 14 < 0. 
4) а) 2x —5 > 0; b) —6x — 0,5 > 0; с) x —4 > 0; d) —40x - Rm 
е) бх — 4 < 0; f) —8x — 3 < 0; g) 13x — 4,5 < 0; h) —20x — 14 < 0 
5) a) 1 — 5x > 0; b) —4 — 9x >0;с)13- 9x < 0; d) —25 — 50x < 0. 


0: 
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6) a) 3x + 4 > 2; b) —8x + 9 > 3; с) —25x— 12077 105$ 
d) 3x 412. < 20; e) —10x + 1 < 11; [), —35x —5 < 30. 
7) a) 5x + 1 > 2x 4-2; b) 21x + 4 > 10x + 1; 
с) лах + 5 > 20x4-15; d) 12x — 1220x + 1; e) x+ 3>5x—1; f) Ax-322x —9; 
g)4x— | < x+ 3; h) 3x -3« x + 8; i) 9x + 2 <6х— 16; j) 10x—1 <12х— 2. 
: : ax — х-1 1-3х , x 
MIN TUE OU А carta Ret Күр ACA TN 
2 5 3 б 4 8 
4 9-4 ах —' x 3x 
dj CX 2 PE 22. epe! o dedi Domo p af 
5 2 4 y 9 5 
3(x 4- 1) x —?9(х — 1) — 3x 7(1— 2x) |, —x — 1 
9) 2 хоо: > 110) S = 
у 4 p 5 2 FE NI; 
d) —3(х — 4) € 
2 


19) Să se determine valorile reale ale lui x pentru care expresiile de mai jos sint 


nenegalive: 
—x— 1 
a) x; b) —x; c) x + 1; d) =x — 1; е) = |) ЛА . 


11) Să se determine valorile reale ale lui x pentru care expresiile de mai jos nu sînt 


pozitive: 


1— 23 —4 14x 
a) x; b) —x: c) —x — 1; d) 2x + 3; e) =; р) : 257, 


12) Este adevărat că: a) x — 5 > 0 oricare ar fi х>5; b) 4 — 3x < 0 oricare 


ar fi x > 23 ; e) (x — 5) (3x — 4) > 0 oricare ar ti x > 5. (Justificati). 
3 


13) Să se determine elementele mulțimilor: 

А = {xe N|2x—1 > 2}; B= (xeN*| 1x +224} 

С = {хел |x+1<3); D= iIxeN*|Ix 3x4]. 

= {xe N| —3x + í 2 5}. 

14) Să se determine valorile lui x e Z cu proprietatea! 
а) —2 < x --1«3; b) 4« 2x + 1< 7; с) 0< —x + 2 <5; d)0< x+ À <1. 
15) Atlati elementele mulțimilor: 


A= [yeni-osem- seo]: p-|eeni-lemetegs 


қ 


х--1 


с-ей|-2<04-841<3; De [seni-te < 0 


16) Să se determine mulțimile: 
А={хє7||х+1|<7}; B= (xeR||z—1|<2); 
C= (xeQ|I]3x—1|« 0; 2®={хей||х+1<1); 


[екі 


[ы 
Ш 


i-ss|ecwlir-iseniis-v3 eod 


2 


G—ÍxeR|| х-и 2|« 0,01). 
17) Să se determine mulțimea valorilor reale ale parametrului а, pentru care solu- 
Ше ecuaţiei in x: 
2':ax = x — 2 sînt pozitive, 
18) Să se determine mulţimea valorilor reale ale parametrului a, pentru care solu- 
{Ше ecuaţiei іп х: 
—3-ах = 3 — x sint negative. 
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19) 94 se determine t- R cafe verifică simultan inecuaţiila: 

4 л 

8) z= 2 < 3 8: КУНЕ ЈЕ 9 « 5X 4-4 sb 4 2 x un 1i 
) 


1 Tox = 
c) 8х-1эх--- $i 3х — 4 < 0; d) 1.& x — 2 7550 gi Маж = Š 


20) Ба sé rezolve uymatoarele sisteme de inecuatii: 
x+ 5 > 14 — 3х ох + 5 > бх 1 ах — < Эк 
a) 2 + : 3 b) T o 2 03 1 ЖОМ X 10 « 2x P 
6 — 7X 2.— 2X — 5 = ES dări x + 14 < 15 + 2% 
3X 42: же 
55-3 < 2х 7X + Ó zz Ax + 12 ; 
4) 4. j 58) [) x+ 52>6— ж’ р 
3: > 2х — 5 


t£t— 1а < 5.5412 


21) Rezolvaţi sistemele de inecnatii: 
&*X 11 х= Я 
Өф kaos << 35 
5 


4 


a) ; b) 2 1 
1 dX зу = ‚ 20 s=. [x md) (80 


--1 1 


22) Determinati elementele mullimii: 


Xu red |х 2 ——— < xl. 
198) а) Să se determine т e R asttel са nürnerele 5 — д: 2z 484444 9 8а repre 


zinte lungimile laturilor unui triunghi. 
b) Poate fi triunghiul echilateral? 


INECUATII DE TIPUL (ах Ф Б): (сх $ 4) >p 0 (йай &< 0) și A: 20 (вап < 0) 
[21 


^ т 
1) Fier 
Ау=1—9; 0; 3} gi x° > ñ 
Аз = 1—2; —1; 0; V 3 si x. [x 4 1) > ñ 
Ag = (—3; 0; 1; 1,41} şi —t-(x — 1 D 
AÓ = 1—3; —2; —1; [и 
A; = 10; —3; —*} si x 
зе (m2; 1; 4) SU — >0 
X 1 
1 П 
An = хийг 2 al și ---- 20 
| ко? 
ут | 
As = 1—1; 0;1; V 3) = 0 
X | 
Ap = 1—8; —9; 0: V 31 а i. " 
х 
-- 1 Y 
Ам = 1 ГА 8% — — 0; v 3l зі 27-19 T 
1 8 | jx x 


Verificaţi, pentru fiecare exerciţiu In parte, dacă „toate“ elementele тий ог date sint 
soluții pentru inecuafiile specificate in dreptul lar 
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| 
| 
| 
| 


„єс 


9) Rezolvaţi în R шеспарше: 


єз [x = 9). (xA) <20; d) (2x — t: 
3) Aflaţi x = R аз\Ге1 ca: al 83 
d) 51-09 > 6x; e) 25x* + 1 < 10x. ; : 
1 x 4 3 : 5 e ns 
T 1 rum. y. EIC a с > 0 Ne 5 0; 
4) Rezolvaţi în К inecuatiile: а) get cea ; DEB 
д) ee 
X 
0; I 22220250) gy md < 0; 
БҮ E ған 34Loarele іпестіг SNL > () 5) i 2 = - < 0; 
5) Rezolvaţi urmátoarele inecnalil: а Те E ren 
Es i 7 0: h Жал e Ü 
d б> ЖАСЫ) | он g h эт < 0: 
) 8Х-11 _ 1 x 
LE c | Ix , 
i 0: iy = Х yk Ё загийн 0: | Est 0 
3 <= X 2 х 


з Be ане s= =°. — 
6) Реліги care valori ale parametrului m = R soluţia ecuației т x — 2 = 2*m 
— 9. ms este negativă? 
7) a) 84 se arate că dacă (2x + 1) - (3x — 1) < 0 atunci (3x 4 1)- (2x — 1) < 0; 
aj E : | РЫ 
b) Aflaţi о valoare x = В astfel са (3х + 1) - (2x — 1) < 0 dar (2x + 1) - (8X — 


—1)7 0. 


VERIFICAREA CUNOSTINTELOR 


1, 1) Rezolvaţi іп R următoarele inecuatii: 


x 
a) x + 2 > 3x; bestie 
3 2 
9) Rezolvaţi sistemele de inecualii: 
2x— & > 0 b &x— 1 < 2x+ 5 
a \ 
Ке 3(x.—1)« x 
8) Rezolvaţi urmăjoarele inecuaţii: 
a)(x—2):(x— 4) 2 6 


hj (4—x '(8-— x0. 


4) a) Pentru ce valori ale lui xe fracţia este pozitivă san egală cu zero. 


x4-3 


Х aste negativă sau egală cu zero? 
ee 55 


b) Pentru ce valori ale lui x = R [raetia 


IT. 1) Demonstraţi inegalitatea: abez» (a--6— c). (a—b--c) - (—a-:b-- с), a. b, 0770. 


9) Să se găsească valorile lui x care satisfac inegalitifile simultane: 


şi 7- (3x — 6) + 4(17 — x) > 41 — 5.(х— 3). 


3) Dacă a si b sint două numere pozitive, a > b și m un wumàr natural, verificaţi 
acă a şi bs 


її — ут * , - а 
“даса dubla inegalitate m : 67 < rit < m-am (inegalitatea lui Cauchy) este 
Ë 3 ж э b 
adevărată, pentru m = 2. 
1) Fie (2) = — “ Pentru ce valori те R 
3 М L 2] 5 
za 


a) fiz) > 0: b) flz) < 0; с) fle) nu are sens. 
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5. SISTEME ALGEBRICE DE ECUAȚII DE GRADUL ÎNTII 


_+ Un sistem de ecuații este format din două sau mai multe ecuaţii, cu ace- 
leași necunoscute.: De exemplu 
2 = 
АР; an 1 (x, y € R) 
este un sistem de ecuații cu două necunoscute. La fel, 
x 5 = 0 i L х) 
Ipsae şi chiar ys 4 


sint sisteme de două ecuaţii cu două necunoscute. 
Să luăm sistemul de două ecuaţii cu două necunoscute 


2х +у = 5 : | 
Е = gi > 

Perechea (2; 1) este soluție a acestui sistem, deoarece inlocuind necunoscuta 
х cu 2, iar necunoscuta y cu 1, amindouă propoziţiile | 
2-2--1--5 
з= 
sînt adevărate, Putem identifica perechea (2; 1) cu un punct din plan. anume 
cu punctul 5 ce are abscisa 2 și ordonata 1 (vezi figura 1.11). 

În general, soluţiile sistemelor de ecuații cu două necunoscute x si y 
sînt perechi de numere reale 81 pot fi identificate ca puncte din planul хОу. 

Două sisteme de ecuaţii, ce au aceleași soluţii, sint numite. echivalente. 


Sistemele de două ecuaţii de gradul І cu două necunoscute х 81 y au 
forma: 


și 


|с к h 
ах-- Ьу ДЕ 22-00) (х, y c R) 


Am învăţat in clasa a, VII-a mai multe metode de rezolvare a unor ast- | 
fel de sisteme. 


2 И А оу 30 | 
De exemplu, să rezolvăm sistemul 


x уже 


prin metoda reducerii. 


Înmulţim ambii membri. ai primei 
ecuații cu 4, iar ambii membri ai celei 
de-a doua cu 3; obţinem sistemul: 


12x — 8y — 20 
—12x-- 21y = 6. 


Adunăm acum membru cu membru cele | 
două ecuații: obținem: 


13у = 26, 


de unde y — 2. | 
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Din prima ecuație obținem 3x = 5 + 27, adică 3% = 54, 2-2, deci 
х = 3. Soluţia sistemului este deci perechea (3; 2). 


X — 4y = 3 drip : 
Să rezolvăm sistemul | es prin metoda substitutiei, Din pri- 


Зх + 2y =5 
ma ecuaţie obținem X = 3 + 4y; înlocuim în a doua: 


3(3 + Ay) + 2y = 5. 
Aceasta este o ecuație doar în necunoscuta y, pe care 0 rezolvăm 
9 + 12y + 2y = 5, 
14y = —4, 


2. Soluţia sistemului este десі pere- 
, 


EXERCITII 
1) Rezolvaţi prin metoda reducerii sistemele: 
| 3x — 2y = ? .|8х-- 3y = 2 FII fex $y —1 
Атна аи raft igiene 
2) Rezolvaţi prin metoda substitufiéi sistemelei 
—2 —1=0 x+ 2y — &# = 0 3x + 27 — 6 = 0 
a) Í х+ у 4-4) | + ; e) | : 


> 1 1 E 0” 
x+y—3=0 —x+ y=0 -x+ y+1= 
ег жасау 0989 751121 x+ 3y+4 = 0 Шалы 
m у ; B Š ; ) ; š i 
EA as у-1-0 154 су ау 18 — 52724750 
| 3) | Rezolvali sistemele (alegeti-và singuri metoda de rezolvare): 
ax = 0y = 8 [4x — 5y = 0 DR + үгээ! 
a) | | b) : е 4. "3 21 
 [|2x+ у-8-0 хх--10ү--3 iy = toy = 8 
1 
Е X---—53-18 
"UN Su | d 
4) | o e 
эх — by = | | 
ру 21 
| 2 ^ 
Să considerăm sistemul de două ecuaţii de gradul |, cu două necunos- 
cute: ' 
| ax ПУ ==. | 
[ах + 15 -0 
22 


Știm că mulțimea seluțiilor primei ecuaţii sè identifică ou o dreaptă 
(d) din planul хОу; soluţiile celei de-a doua ecuaţii se identifică cu punotele 
dreptei (4) (vezi figura 1.12). Soluţia sistemului se identifică cu puncul P 
de intersectie a celor două drepte. În acest caz sistemul este compatibil dė- 
terminat. 


Dar se poate intimpla ca cele douá drepte (4) si (07) să fie paralele, ca 
FER 441 . г .. ў E 
in figura 1.13. În acest caz sistemul de ecuații nu are nici o soluție: se 


Jg spune 
că sistemul este, in acest caz, incompatibil. 


Fig. 142 Fig. 1.13 


De exemplu, să considerăm sistemul: 


sty l= 
х--у-2- 


0 
0 (x, y ER). 


Dacă reprezentăm într-un sistem de coordonate хОу dreptele soluţiilor celor 
două ecuaţii се formează sistemul (vezi figura 1,14), constatăm că ele sint 
paralele. Dacă sistemul ar avea ca soluție perechea (2: y), atunci am avea 
z +y=1 81 z+ у = 2; сева ce este absurd, Sistemul este deci incom- 
patibil. Ed wi мд 

Se mai poate intimpla ca dreapta (d!) să fie aceeași cu dreapta (d). 
In acest caz sistemul de ecuaţii are mai multe soluţii; fiecărui punct al drep- 
tei (d) îi corespunde o soluţie a sistemului. Se spune că sistemul este, in acest сат, 
compatibil, însă nedeterminat. 

Să considerăm sistemul:' 


ту 


ы к. 06, 


Amindouă ecuaţiile се formează sistemul au aceeaşi dreaptă а soluțiilor, 
reprezentată in figura 1.15. Deci sistemul are mai multe soluţii: mai precis, 
soluțiile sale sint perechile de forma (x; 2x — 1), unde x € R. Putem spune 
că sistemul este compatibil nedeterminat, 


Observăm că a doua ecuaţie se obține din, prima prin înmulţire cu 2. 
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8 = Matematică = Algebră cl, а VIII-a 


X y 2— 6 
| š Fie sistemul: X --5y--722:24. (X, y, ?- СЕВ). 
| — ду + 82 = —1 
| Acesta este un sistem de trei ecuaţii cu trei necunoscute: X, y ві z. Toate cele 
trei ecuații sint, de gradul I. | 
| O soluţie a sa este un triplet de numere reale (т; y; 2), astfel incit dacă | 
| inlocuim necunoscuta X eu z, pe y cu y iar ре z cu z, 10816 cele trei propoziții: 
| ®-Ь + z = 6, -5y + 72 --24 şi —3y + 87 = —1 | 
Я | sint adevărate. Prin inlocuire directă, constatăm că impletul (2; 3; 1) este | 
| golutie a sistemului. | 
1 Fie (2; y; 2) 0 soluţie a sistemului. Din faptul că propoziția 4-1/4-2--0 | 
| este adevărată, deducem сй 2 б--у- z Din faptul că propozitia 
| т 5y -+ 72 == 24 este adevarată, inloeuind pe т, obţinem (6 — y 214 | 
| L5 Pa 24, Mai stim că propoziția — 3y 8z = — 1 ešte adevărata; | 


asadar perechea (43 2) este 0 вон а simlemulut | 


| | (6 у z) -L By -| 72 == 24 


| —3y + 84 = —1 


Rezolvind acest sistem, obținem y = 3, 2-1. Acum т=б—3—{—27 


1) Rezolvaţi sistemele de ecuatii Ajungem la ceneluzià că tripletul (2; 3, 1) este smgura solutie a sistemul 
znlvati sistemele de 123 18110) [ temuh] 


4 3 1 de trei ecuații cu tret necunoscute 
| + =” i dai 52 за observăm са in rezolvarea sa am folosit metoda substituție: din 
| | 90x +4007 + 8 = 0 Eu жасы i Mw рая 
а) F ! b) : ; , prima. ecuație а sistemului am „Bcos” necunoscuta х in functie de celelalte 
| | 100х + 110y = 1,5 — | 5 Јаре ? , Е ар ue Š 
9x = 2y 2 5 --Х---У-% apoi am inlooml-o іп celelalte есіні ale sislemulvi (mai precis, doar într-a 
Ë 6 һ : A 1 Ç F d 
doua). Am obtinut astfel un sistem de două еспайі, in necunoscutele y si я 
[ 01x + 12у = 80 f 10x J y = 14,7 оа a ы y ЖЫН 
| 4) ,13 1 : 51 [9] š Sa aplicám metoda substitutier si pentru rezolvarea sistemului: 
4 "Tisa = 04y s 10,4 | 115 10у = 5и | 1" 
| 2) Rezolvaţi sigkemelb de ecuatn 32 Е 
3 1 ; == 12 
, 81 = e = 
( а.е Ж a с -1 
4 4 {пу — 17 ЛЕ g =. А 
? 1 : | 9 Bx) Observăm că cel ma! comod este scoatem“ din prima ecuație pe z 
в 7 1 ( - = с) П 2 єз Ç 
hx — 40у + 58 sz 0 z = 2X + Зу — 13. Să inlocuim іп celelalte: 
jx Qy == 4 ` DS ya i 
, к ДЕ 10 Ñ 
| г ЖБ ау 7 1 i 
6x— 3y + 4 3х- 2y + 1 Efectuind calculele 
! 8) Rezolvaţi sistemele de ecuații: 
| Й x41 
| [ (x Dy + 2) = (к = y + Ie 18 E 500452 Ш rezolvindu-l, obținem z —5 8 у-2. Арш 2-02:5-3-2-13-3 
1% 5717 Е 24 - 57 : h 1 2 i = 10 = 
{ а) | (ох + dy = 4) = (ж + 22y = 3) = 31 3i ELE к\а Deci soluția sistemului este tripletul (5; 2; 3) 


Vóm scoate, de exemplu, din a doua 
ecuație y = x — 1, şi vom înlocui in 
prima (in a treia nu este nevoie). Оһ- 
ținem sistemul in x și z: 
2x + (x — 1) + z = 9 
жерд b. 


Rezolvindu-l, obţinem z=3, 2==1; sis- 
temul are ca solutie tripletul (3; 2; 1). 
Tripletele (ж; y; 5) pot fiidentilicate eu 


coordonate Оту (vezi figura 1.16). Mai precis, 
tripletul (2; y; z) se identifică cu punctul P ce are 
abscisa z, ordonata y și cota z. (În figura 1,16 
abscisa lui P este lungimea segmentului ОА, 
ordonata lui P este lungimea segmentului OB 
Fig.I.16 iar cola lui Peste lupgimea segmentului OC.) 


EXERCITII 


1) Rezolvaţi sistemele de ecuaţii: 


x+ y= 16 x+ y +z = 40 3x + 47 = 47 
a) q y-+Z=28; b)i2x—3y—0 4 о) 2y— 5% = —843 
x --- z = 92 бу — 6z = 0 2x+ y— 2 = 5 
x-4-2y— 82-01 — x= i= 6 
d)4 x —.y + 2z = 18 у 6) 4 —3x + 2y + z = 1: 


PROBLEME 


Multe probleme ridicate de practicá pot fi rezolvate cu ajutorul unui 
model matematic. De obicei, un model matematic asociat unei probleme este 
format din ecuații si inecuatii, ce reflectă problema concretă. 

Problema 1. Pentru construcția a două blocuri de locuinţe de acelaşi 
tip au tost pregătite 212 panouri prefabricate. Un tractor cu remorcă trans- 
portă, la fiecare drum, cite trei panouri la blocul mai apropiat. Pentru trans- 
portul spre blocul mai depărtat a fost alocat un alt tractor, ce poate transporta 
în remorcă, la fiecare drum, 4 panouri. 

După o săptămină, al doilea tractor, a făcut cu 14 drumuri mai „puţin 
decît primul $i au mai rămas să fie transportate 30 panouri. 
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puncte ale spațiului, inzestrat cu un sistem de | 


Aflaţi cite panouri mai trebuie transportate spre blocul mai apropiat 
şi cite drumuri mai are de tăcut primul tractor. 


Rezolvare. Să notăm cu e numărul de drumuri efectuate de primul 
tractor (cel care transportă panouri spre blocul mai apropiat), iar cu y numă- 
rul de drumuri efectuate de cel de-al doilea, in acea săptămină. Din textul 
problemei rezultă că y = 2 — 14. 

În total primul tractor a transportat 3w panouri, iar al doilea 4y pa- 
nouri. Ráminind de transportat încă 30 panouri, avem 3z -+ 4y + 30 = 212. 
Astfel т și y formează soluţia sistemului de ecuaţii: 

у = x 44 
Зх + Ау 4- 30 = 942 
Acest sistem de ecuaţii, împreună cu condițiile z c N si y c N, for- 
mează modelul matematic al problemei. Rezolvind sistemul, obținem 
= 34 ві y = 20. 

Deci primul tractor a transportat 8. 34 == 102 panouri. Pină la epui- 
zarea celor 106 panouri ce trebuie transportate spre blocul mai apropiat, 
ar mai trebui transportate 4 panouri, deci 2(!) transporturi cu primul tractor. 
Pentru blocul mai depărtat mai sint de trarispértat 26 de panouri, adică 
7(!) transporturi cu al doilea tractor. Puteţi găsi o organizare mai bună a 
transporturilor? 


Problema 2. În port, două conducte ce descăreau țiței dintr-un petrolier 
de 21 000 t trebuiau să-l descarce în 12 ore. După 5 ore, la conducta prin- 
cipală apare o defectiune; ea este imediat înlocuită cu conducta de rezervă, 
care are însă un debit de două ori mai mic. În consecință, descărcarea durează 
15 ore. Puteţi afla debitele celor trei conducte? 


Rezolvare. Fie т debitul (in tone pe oră) al primei conducte, y debitul 
celei de-a doua, iar z debitul conductei de rezervă. Dacă descărcarea ar fi 
decurs normal, atunci in 12 ore conductele 1 si 2 ar fi descărcat 12(2 +y) 
tone tite). În cele 5 ore de funcționare normală ele descarcă (z + y) tone; 
apoi, în cele 15 — 5 — 10 ore rămase, conductele 2 si de rezervă descarcă, 
10(y -+ z)tone. 


т. т 
În plus, știm că z — —. 


Așadar, т, y si z tormează soluţia sistemului de ecuaţii 


12(x -+ у) = 21 000 
5(x 4- y) + 10(у -+ z) = 21 000 
x 


Acesta este modëlul matematic al problemei. Rézolv indu- 1, obținem z = 1 150, 
y = 600, 22575. 


оз 
ке] 


жаз 


| 
| 


Problema 8. Din А pină în C, trecînd prin B, sint 104 lcm. Din A pină 
în В, trecind prin C, sint 128 km, iar S dn H pinà in C, trecind prm A, sinb 
96 km. Aflaţi distanțele între A şi B, B $i C, A $i C. 


Rezolvare. Să notăm cu o distanţa între A si B, cu y distanța între Æ 
și C gi cu z distanţa între A şi C, măsurate în km. Astfel, distanța între A 
gi C, trecind prin В, este de (2 + y) km 51 aga mai departe, Numerele т, y 
şi a lormeazá soluția sistemului de ecuaţii: 


k 2 = 104 
y 128 
x `2 == 96 


RBezolvindu-l, obținem z = 36, y = 68, 2 = 60. 

Problema 4. Tatăl lui Тотой a depus la CEC suma de 4000 le1 pe două 
carnete: unul cu dobindă de 3,5%, celălalt cu dobindá de 2,5%, După un 
an a primit pentru suma depusă dobinzi în valoare de 120 lei. Cit a depus 
po carnetul cu dobindă de 2,575? 


Rezoleare. Notăm cu z suma depusă de tatăl lui lonică pe carnetul 


eu dobindă de 3,5% şi eu y suma depusă pe carnetul cu dobindă de 2,575. 
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“Textul problemei se transpune în condiţiile: 


десе ^ 000 
2:5 


X | 100 ^ 


Obtinem y = 2000. Deci a depus 2000 lei pe carnetul cu dobinda 


Problema 5. Studindu-se în laborator dependenţa rezistenței unu 
termistor de temperatură, аш lost obţinute următoarele dale: 


40 | 80) 


temperatura T (în °C) | 20 


rezigtenta. H (in О) 1 | £13: 21 


Se bănuiește că legătura intre temperatura T și rezistența R esta deserisă 
de o lege de lorma: 


Determipati valorile lui a, b si c. Care va fi rezistenţa termisterului la 
temperatura de 60°C? (Se presupune că formula găsită este corectă.) 
Rezolvare. Datele obţinute ne arată că а, b, c satisfac relațiile: 
20 + ЖЕ 40 -+a 30 4- q 
12189 sË 8 032 408. 5043 | 


b 20 ы h. 40 s- c SO рө. 


b, gi c farmează astfel solutis! sistemului de ecuații: 


a + 20b 4 e = 20 қ 
acis 19 4-0 20 = 40) 
-a + 8b -+ 0,1e — 80 

Rezolvindu-l, obținem a = —220, b = —20, c —.200. Formula este deci 


3 T — 220 
următoarea: Л.------ M 
--20Т7 -- 200 


Folosind această formula, obținem pentru temperatura de 60%) valoa- 


» ? AT. 
rea rezistenței egală cu 0,16 КО). 


, ^ PROBLEME 


1) Aflaţi laturile unui triunghi, ştiind că adunind lungimile а eite două laturi se 


obține, pe rind, valorile 45 m, 52 m, 48 m 

` 9) Două triunghiuri sint asemenea; primul are laturile, respectiv, de lungime 7 em, 
10 cm, și 11 om, iar al doilea are perimetrul de 70 cm. Aflaţi lungimile laturilor celui 
de-al doilea triunghi. 

8) Un triunghi ABC are laturile de lungime а, b, e. Notind cu M, N, P punetele 
de tangenţă ale cercului înscris cu laturile triunghiului (M se айа pe latura BC, N pe 
latura AC) aflați lungimile segmentelor BM, MC, AN, NC, BP și РА. Caz particular: 
з = 14 cm, b = 16 cm, c = 20 om. 

4) Un container conţine 30 de televizoare si 28 aparate de radio 51 nintăreşte 729 kg; 
alt container de acelaşi tip conţine doar 10 televizoare şi 40 de aparale de radio, eintárind 
473 kg; un al treilea container la fel cu primele două conține 16 televizoare şi 62 aparate 
€ radio, cintárind 601 kg. Aflaţi masa unui container gol, precum 51 masa unui televizor. 
Toate televizoarele sint de același tip. De asemenea, aparatele de radio 

5) Suma a trei numere naturale este 100. Dacă împărțim primul număr la al doilea 
obținem cilul 5 si restul 4; dacă impürtim al doilea număr la al treilea, obținem din nou 
citul 5 şi restul 1. Gare sînt numerele? 


zute cu robinete. Lăsind deschise doar robinetele primelor două conducte, bazinul se umple în 
30 minute. Dacă deschidem robinetele conductelor 1 51 3, bazinul se umple în 25 minute. 
Debitul celei de-a treia conducte este de 3 ori mai mare decit debitul celei de-a doua 
Aflati debitele celor trei conducte, În eit timp s-ar umple bazinul, dacă ar fi lăsat deschis 
numai un robinet? 


EXERCIŢII RECAPITULATIVE 


1. SISTEME ALGEBRICE DE DOUĂ ECUAȚII CU DOUĂ NECUNOSCUTE 


1) Verificaţi dacă perechile de numere reale (— 1: 6); (2; —2); (—1; 9); (6; =4); 
(0; —2); (—-7; 0) sînt, respectiv, soluţie pentru sistemele: 
х+у<=: x— y= / Х--ү--8 x— y = 10 
{БЕ E a ш] гал T prm rw 
у= Б yx = 9 1 — £ == Í -y= 4 
2Х--у- 5 — yx — 2y == 0 
e) d (21) y 
1-у-2 -y- 


2) Fie a) х=у= 1; b) x=y=3; 0) х-у--8. 
Care dintre. aceste perechi de numere reprezintă soluţie pentru următoarele sisteme: 
à iu 8 bis a 2207” 5//х- 3V/y=s 

х0 х — у= 10 ' 3У%-?--4-/у 


8) Fie sistemele: 


uj -1 TE = 8 iix — 5у 3x y 

a) š b) в с): 11 16 
еги n оху AT 9 
y—2 ЖА mi. E Hac cT 


бі perechile de numere: a) (7; 3); b) (18; 6); c) (7; 11). Precizafi care pereche de 
numere reprezintă 801016, respectiv, pentru sistemul a), b), c). 


+) Dovedili, inlocuind necunoscutele x si y în sistemele a) si b) cu numerele 5 
și respectiv 6, că aceste sisteme sint echivalente. 


185 — (14x — 2) = 2 (55x + 74y + 1) 


5 
а) 
2 1 n 3 
3х — 2y + 3 + (58y — 30) = — (12x — 6y $ 24) + — (45 — x); 
E) 5 
х+у=11 
bs x y 
B 56) C 


, 


5) Verificati dacă următoarele sisteme! sint echivalente avînd soluția E , prt 
4 


DEC M d 2 и | Зх 4-6y = 0 i 


3x— iy +1= x° 9x + 4 = 4y* 2(x — 2y) = —1 


Bx py 3х= у= +у = = y= 
М. Mer Ju ord. eg ba ШЕ, 


х= y=2 x —y == 2 х+у 1 
ах + 2y = 44 2х +y: Зах F ay — 200 = 
e) i "n 01i { 8) SPA y 0 n 
dx y = 18 ах = 2y = 5 28x — 15y — 86=0 
h S erus .oqpX-R02y-—4,47. , (0x 1,3у = 17,6 
—y + 1х – 104 = 0" 14y — x = 0,51' 0,77 04x = 9,8. ' 
1 1 17 
хф y= 48 “уз re cing 
5 mb 7 ror 
k) | : ; 1) D 
8 
~X- = y= 21 —y— 40 = =X 
2 4 d 5 
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18 4-3 3%- 8 16 
— HE = spe 
7 Б] B: 
p 11 4 8y — 2 ; 
Се Із dy 
L 2 3 
1 1 4 . 5 dur. : 
= (gx — 2y) -+ 1 (у — 10) = — (&x— ду) =s (45 x), 
3 8 7 ; 2 5 
г) 
1 ЯЛ 2 кА = 
45 — — (kx — 9) = — (35x + 71у + 1) 
3 16 
Х-у--5 2x + 3y = 13 5х — 2y = 19 хото 59 
105 Pisa Tux. A sy us ai 
5n E 375718 ТАК dig Жо. ONES 
ЕЖ? siu 
2 
t) 
Xy 
— - у= ú. 
3 у 


D. SISTEME ALGEBRICE DE. ТЕРІ ECUAȚII CU TREL NECUNOSCUTE 


1. Verifica(i dacă tripletele de numere reale (3; 2; 1); (6, 8; 10); (5; 11; 17); 
(5; 5; 6); (5; 12; 13); (0; 51; 0) gi (0; 0; 1) sint, respectiv, soluţie pentru sistemele; 


2х +у +2=9 х--2У- 32 = —3 X 4 y — 16 
a) х-у-1 jb) x— y+22=18. po) 4 y +2 = 28 | 
x + 2z = 5 х — 2y — 25 = — 30 z + y = 92 


2y — 52 = — 34 


х:у:7--5:12:13 
d) 13x +42 = 47 ре 


5x + 12y — 122 + 13 
3x 4- 3y — 19 

аа о ыж ie 
x + y — z = 1,26. 
2) Cercetaţi dacă sistemele: 
х= 3z — 2y — 8 2x + 4y — 6z = —16 Зх + 3y — 41 = 2 

a) 1x—18=y—2z j b) X + y + 2z = 18 з ох yo 22 — 18 
2(y + z) = x + 30 


au aceeași soluție (sint echivalente). 


x — 2y — 2z = —30 х буг Az 1% 


3) Aceeaşi întrebare ca la exerciţiul 2) pentru sistemele! 


x + 2y= 23 5x + 2y + 42 = 60 x + 2y = 28 
а) 4 5y + 6z = 94 р b) 4 5y + 6z = 94 | 0)4 3x + 5y + 102 = 151; 
AZ + 3X = 57 47 + 8х = 57 47 + 8x = 57 


ах + 7y -- 40z = 194 
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Y 
+) Rezolvati urmátoarele sisteme algebricei 
[х у p ха 10 ІЗ у- g = 20 СЭДЭЭФАН жас 
8) | | Пау 4 ) ° IX = À ! 
| \ ч Qd y = 4 
|" ў = 4 = 1 Y. + y = 9 pz TOC e 
á) == – 0 {е {х= угз 782%) 1 = 10 j 
| = —$ $ = ü | X = IU 
Pata m) [v 17 10% + 5y 44 = 98 
g) 2Y,— Jý — 59 = --10 8-h) 1X +y rp6z-46 s i) х + Зу + 42, = 56 
las a As Tn ls y — = 7 ]€ + 2y + z = 29 
х 
ç = 21 — 4y y= — = h 
х + ç = 96 5 3 | Х\+у—7= 13? 
y= 64 -- 7 7 41 
j) y +7-= 40; k) 2 S eX p imn) X-— y Һа = 554; 
^ 2 
- 2 == 94 . 9 X - $ Q z >= —1. 
£ + ai == 94 wt) M | (-х--у-4-% 12 
8 у + — >; = 94 
5 Ы 
3 X + y o 40 
3х4 2y 4 92 = 22 9x Ay + 2 42 și ç 
n) | 4x + 3y + 2z = 20; 0) x y z Lt. E Ë 
9€ + бу + 2 = 28 524528574 ұлы 
6 5 
X 4 Uy 4-2 = 42 
r) 125: 
4 
LUCRARE PENTRU VERIFICAREA | 
UNOR CUNOSTINTE DE ВА n 
quc Ae кыяр Аг A EC. 23 d DE A 2 
i) Care dintre numerele —8; 7; 8 sí 9 este soluţie a ecuaţiei -———— = 1? 
los 
^ ; = x 5 
3) Rezolvaţi ecuaţiile: а) = + 8; b) 5(x— 1) = 4(8— ж) + Ӯ 
3) Rezolvaţi sistemele de ecuatiii 
\ Xy 2 Y ; 
—— + x= / 1 x + 2y 4 37 = 8 
2 To yu xi = š 
&) & b) Vol Q gx = y: 0 ней 
Xx — y 
a y 8x — бу = 2 y + 22 = —1 
8 


4) Un muncitor cheltuieste 952 lei pentru a-și cumpăra un costum, o câmaşă 51 o 


· eravatá, Cămașa este сі 38 1е1 mai scumpă decit cravata, iar costumul este de 9 ori ша 


scump decît cămașa. Atlati prețul costumului, al сашави 81-81 cravatei. 
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1. NOȚIUNEA DE FUNC 


Să notăm cu litera A intervalul inchis |0; 1], iar cu litera 2 intervalul 
închis [0; 2]. Putem stabili o legătură іліге aceste intervale; anume, liecărui 
element т din A îi putem face să-i corespundă dublul sáu 2x, care este un 
element din mulțimea В. Am definit astfel o funcție pe mulțimea A, cu valori 
in mulţimea A. O notăm astfel f: А — Д; această funcție este descrisă 
(dată), de formula f(z) = 22. 

În general, să ne imaginăm că am făcut să corespundă fiecărui element 
ж dintr-o mulțime A un (singur) element y dintr-o mulțime В; spunem că 
am definit o functie de la A la Ж. 

Folosim notația f: A — Б, citind „functia f, definită pe mulțimea A, 
cu valori în mulțimea B“. Mulțimea A se numește domeniul de definiţie al 
funcției f, iar mulţimea В se numește codomeniul (sau domeniul de valori 
al) funcţiei f. 

În exemplul de mai sus arn folosit litera т pentru a nota un element 
oarecare din domeniul de definiție; orice literă [olosità in acest scop poartă 
numele de argument, 

Exemplu. Perimetrul unui dreptunghi este de 12 em. Ce putem spune 
despre aria sa? 

Să notăm eu 0 (от) lungimea bazei dreptunghiului. Deoarece semiperi- 
metrul este de 6 cm, înălțimea dreptunghiului va îi de 6 — b (ern) Aria а 
(in em?) a dreptunghiului este dată deci de: 


= b(6— b). 


Putem spune că această formulă ne dà aria dreptunghiului in funcţie 
de lungimea bazei sale, Să precizăm această functie. 

Numărul d, reprezentind о arie, nu poate fi negativ; putem considera 
că d € 10: -Рәо). Deoarece b şi 6 — L reprezintă lungimi, trébuié să ауёт 
ò > 0 şi 6-4 > 0; astfel b Є [0; 6 
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Deci dependența ariei de lungimea bazei dreptunghiului este exprimată 


` prin funcția 


Г:(0, 6]—[0; --©о), 
descrisă de f(b) = b(6 — b). 
Aici argumentul este liteza b. Саге este domeniul de definiție al funcției? 


Dar codomeniul? 
Să reprezentăm grafic această funcție, prin puncte, Completàrh mai 


intii un tabel de valori: 


сл 
e» 


b. ТЕР ue SPEC A 


Înzestrăm planul, cu un sistem de 
axe de coordonate (vezi figura 1). Scoatem 
in evidență punctele ce au abscisa b gi 
ordonata /(b), trecute in tabel. Le unim 
printe-o linie „continuă“, Gralicul obținut 
este o linie curbă. 

Observăm, privind acest grafic, cà 
numărul a poate lua valori doar în inter- 
valul [0; 9]. Deci dependenţa ariei de 
lungimea bazei dreptunghiului poate fi 
exprimată si prin funcția: 

g:[0; 6]—[0; 9],.g(b) = b(6 — 0). 

Observaţie. Funclia g diferá.de funcția f, 
căci are alt codomeniu! 

Alte exemple. 1) Procese de creştere 
şi de descregtere. a) O celulă de bacterie se 
divide, dind naştere la două celule; după 
o oră, fiecare dintre acestea se divide, apărind astfel patru celule; după încă 
o oră, fiecare dintre cele 4 celule se divide, apărind opt celule și așa mai 
departe. Putem completa un tabel: < 


Momentul £ 0 1 2 3 4 


m 


Numărul total 
de bacterii 4 2 4 8 16 


Să observăm că numărul total de bacterii, n, depinde de momentul 
în care le numărăm. Acest fenomen de creştere este exprimat prin funcţia 
n:N >N, descrisă de n(t) =2! (verificati!). Graficul acestei funcţii este 
o mulțime de puncte din plan; citeva sint desenate in figura 2. 
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Fig. 11.2 . Fig. 11.3 


bj Măsurind temperatura 7 a ceaiului dintr-o cană, s-au obţinut urmă- 
toarele rezultate: j 


à Momentul 2 0 5 10 15 


Wémperatura T s 
(în *C) 80 40 20 10 


Dependenţa între temperatura ceaiului și momentul în care s-a măsurat 

această temperatură poate fi exprimată prin functia: 
T:[0, oo) — R 

descrisă de 7(2) = 80.2-45 (verificati!). 

Graficul acestei funcţii a fost trasat în figura 3 printr-o linie „continuă“, 
ce trece prin punctele ce corespund măsurătorilor. 

2) Elevii unei clase au obtinut la teză următoarele rezultate: două 
note de 4, patru note de 5, trei note de 6, cinci note de 7, opt note de 8, șase 
note de 9 şi patru note de 10. Construim funcţia 


f: f, 2, 3, 4 5, 6, 7,°8, 9, 10] — N 


care face să corespundă fiecărei note frecvența ei (numărul care arată de cite 


„ori a fost obținută nota). Funcţia este descrisă de tabelul: 


сл 
c 
-1 
oo 
eo 
EE 
© 


Nota 2 1 2 3 4 


Frécventa ei f(z) 


р 
| 
| 
| 
| 
( 


Gralicul acestei funetu este alcătuit 


nia З 2 din punctele 7 
(959), C(4:2), (5:4), Е(6:3) F5), GI 1 puncrel 1: 0, A(2 0), 


932), H(9:6), зі A(10;4) (vezi figura 4). 


ll 
Bc ТЕ ДИЛДЕ, 
са 24: | 
— | | | | 
4 kh s 
ET c aS 
Я! » ia — t——1— 
Ter | LN 
дол аң (жеге PM | | 
ЗЕ = мин 1 
Fig. ПА 
EXERCIŢII 


1) (oral) Care dintre diagramele urmatoare nu definesc functii? De сө? 


а 


2) Fie A =. (1, 2, 9 4, 5) şi fie tunoţia у: à pri | 
2) 11, 2,9 4, 5j Sl fie funotia f : A = A dată prin formula f(e) = 6 = 2 
Alcátuiti tabelul de valori al funcției. i | Lb оры» 
3) Fie funejia g: R — В descrisă asttel: 
EE | 2 + 1 dacă z < 92; 


5 
#0 == 2 


dacă e > 9, 

Caleulati g(—1), 2(0)-4(3), g(1), 21,5), e), 8(2,5), 8(8), g(A). 

4) Un pieton pleacă 1а ога 8 din localitatea A și ajunge la ora 12 în localitatea B 
(în aceeași zi), mergind cu viteza (constantă) de 5 km/h. Considerăm functia d : [8; 12]—› в 
care tace ca fiecă?ei valori a timpului ¿ din intervalul [8; 12] 8841 corespundă уна 40) 
pareursá de la ora 8 pînă la momentul ¿(z este exprimat tu ore, iar d(4) în kilometri) Sori- 
ей formula care descrie pe d și completaţi tabelul: i 4 


8 85-19 40 405-44-49 1 


F 
= ' | 
|40110 ° | 


Ай putea completa tabelul 5) cu alte valori? АН pute, oátui i gai 
crie complet funotia? sipilis хайа аиша udi 88 des. ' 
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5) Un parasutist ве aruncă dintr-un avion și 191 deschide paraguta là г segunda după 
momentul saltului. Tabelul de mai jos пе dă distanța parcursă in cádere liberà, in metrit 


t 1 2 3 ^ 


у : distanţa 4 4,9 19.6 175) 


Puteţi descrie dependenţa între d și r printr-o funcţie! (indicație. сотрагаті prin impár- 
jira valorile lui d cu pătratele lui z.) 

6) Reprezentaţi gratio tuncţiile: 

a) f 1[—2, --4, 0, 1, 2] > R, (а) = ot = a. 


b) гііс-2, —1, 1, 2) =B, g(z) = iq <, 
ш 


ў) Care dintre graficele funcțiilor: 


a) f iË — R, f(e) = 325 — 72? = e, b) g: R — gif) = - аа а= 
кф 1 
e)hilb— R, Аа) = s- 1, contine originea axelor? 
8) Pentru се valoare a lui т, graticul funcției 
f: R HR; fie) = 24 — ж 


sonţine punctul A(i, =5)? 


3. FUNCTII LINIARE 


O funcţie f: R= R definită prin (т) = mz + n, unde m și n sint nu- 
теге reale date, se numește funetie liniară. Graficul oricărei funcţii liniare ! 


este o dreaptă în plan. Cunoastem de asemenea са, даса m > 0, atunci funcţia 
este crescătoare (ceea ce inseamnă că dacă a <b, atunci fla) < /(0)); 
dacă m <4 0 fiincţia este descrescătoare (ceea ce 
inseamnă că dacă а < b, atunci f(a) > f(h)). 
Dacă în = 0 fuñetia este constantă; graficul ei 
este o dreaptă paralelă cu axa Oz. 

Pentru Peprezentarea grafică a unei funcții 
liniare este suficient, să cuhoastem doar două 
puncte ale graficului. 

Exemple. 1) Fie functia f: R — B dată de 
f(z)-2z—.4 Ea este o funcție liniară; aici 
in 22 şi ñ= —4. Атей f(—1) =2:(—1) =4 = —6 
pi /(1) = —2; deci punetele 4(—41; —6) si 
B(1; —2) aparțin graficului. Grafieul funcției va 
fi dreapta АВ (vezi tigura 5). Dacă M(z; y) este 
un punet al dreptei AB, atunci coordonatele sale 
cgi y verifică relația y = 224 6 = 0. În afară 


de punctele dreptei АВ nu “există altele care să verifice această relaţie. 
Spunem cá AB este dreapta de ecuaţie у — 22 + 4 = 0. ; 

Adesea, pentru a reprezenta grafic o funcţie liniară, determinăra- punc- 
tele in care graficul intersectează axele de coordonate. Pentru aceasta, tinem 
seamă de faptul că аха Ох are ecuaţia y — 0, iar аха Оу are ecuaţia z = 0, 
Pentru funcţia din acest exemplu, găsim intersecția graficului cu axa Ох re- 
zolvind sistemul: 

|} Fà ч е d. obținem soluţia (2:0). 
у=“ 


Intersecţia cu аха Оу este dată de soluția sistemului: 
| у —2x--4-—0 


2 , adică de (0; --4). 
XE 


Deci dreapta se obtine unind punctele C(2:0) si D(0; — 4) (vezi figura 6). 


Fig. 11.6 


2) Să reprezentăm gratie funcția f: [1; 4] — В descrisă de f(x) = z + 1. 

Fie g: R — R funcţia liniară descrisă de g(z) = z + 1. Graficul func- 
tiei g este dreapta determinată de punctele (—1; 0) si (0; 1). Am reprezentat 
această dreaptă in figura 7 (cu linie intreruptá). Graficul funcţiei f va fi o 
parte a acestei drepte, anume aceea formată 
din punctele (2; у) care au abscisa z cuprinsă 
între 1 si 4, Deci f are ca grafio segmentul ce 
unește punctele А (1; 2) si B(4; 5). Punctele 
A g B aparţin graficului funcţiei f. ` 

3) Funcţia h:(1; 4) К, /(2) =z + 1 
are graficul desenat in figura 8. Punctele A 
și В nu aparţin graficului. 

4) Functia А:(1: ~) = R; k(x) = 
= a + 1 are ca grafic semidreapta cu origi- 
nea în A reprezentată în figura 9, Punctul A 
Fig. 11.9 nu aparține graficului. 
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EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să aflăm funcţia liniară f pentru care ҚА) = 3 si f(2) = 5 (deci al сӛггі 
grafic contine punctele A(1; 3) si B(2; 5)). 
Funcţia f fiind liniară, este descrisă de f(z) = mz - n, pentru orice 
ФЕВ. Rămine să aflăm valorile lui m gi n. Í 
Avem f(1) = т.1 +n = m -- п, iar /(2) = т-2-- n = 2m + n. Dee, 
pentru a afla valorile lui m 51 n, va trebui să rezolvăm sistemul: 
m + n = 8, 
|2m + n = 5. 


- / АМ са 
Rezolvindu-l, găsim т = 2, n = 1. Funcţia liniară căutată este des- 
crisă de formula /\х) = 22 + 1. 


EXERCIŢII 


1) Aflaţi numărul a știind că graficul funcției constante f: R Е, fa) = a, con- 
fine punctul M(—3; — 5). Reprezentaţi grafic funcția. 3: 


. 3) Construiţi graficele funcţiilor: g: R — R, gle )= 3 și h:[—2: 2]. R, Als) =з; 


t 


) Reprezentati gralie, in același sistem de coordonate, funcțiile: 


©2 


f, g, h: R — R, descrise de: 
Ка) = —s, (2)  —o + 9, Als) == —a — 2. Ce observati? 
&) Comparafi între ele graficele funcțiilor: 
шоог) Ї1:8-Б, fi(z) = —2g -- 2; 
fs:[0; 3] К, fs(2) = —2m + 2; 
fs: (03 8) 9 В, flu) =. a + 2; 
fi: (0; 3) К, fila) n aids + 9. 


5) Reprezentati grafic funcțiile: 

j 9 dacă v < 0), 

а) f: R — R, f(z) = FX 
—1 dacă 220; 

—@ dacă z < 0, 

b) g: R — R, g(z) = 0 dacă 0 < z< 2, 


z — 9 dacă z > 2. 


| 6) | Reprezentati grafic funcțiile: 


f: (2, +оо) — В, f(z) = 5 — z si g: (оо; —2) >R, g(z) = 5 — 2. 
7 


) Pentru ce valori ale lui m funcția f: R — R dată de (а) = (m — 2) 2 Ф m estet 
a) crescătoare; b) descrescătoare; c) constantă? 
| 8 | a) Determinaţi funcția liniară f pentru care /(4) = 40, f(2) = —4. 


b) Determinati funcţia liniară g pentru care g(0) = 2, д(1) =, g(2) = 6 51 g(3) = 8. 


D 
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4 хюа e fuxcjie liniară A astfel incit &(—1) = —8, 0) = 2, /(1| = 11 
d) Heprezeuteji grafio ішпей іе f și g. | 
| 9) | sa presupunem єй, pe măsură ce coborit ӛрге centrul Pămintului, la 


diesare 90,5 metri temperatura crește cu 1°C, iar la виргаѓаја temperatura este de 20562 | 
8) Stabiliţi ә formulă care să descrie dependența temperaturii de adincime: j 
b) Сә temperatură va fi la adîncimea de 429 m? 
ë Га «e adinciine temperatura va fi de 36°С? 


#0) Reptezentaţi- gratie Гипейа /: R —, R descrisă de 


na~ | 


g = 9 dacă а > 5. 
— $ 2 dacă & < W. 


| 

| ; : 

| 3. FUNCȚII PĂTRATICE 

Ne propunem să studiern пора саге lace să corespundă fiecărui nu: 

real pătratul său: | 
f:RBR- R, (а) = g, 

Să corhplatăta mal intii un tabel de valori: 


тағ 


| @ 45 2-0. 2 E 0 23 1 5) 9 
| De y 2 

fta) с ТЛ que arcc ы A a 
| 4. 4 4 


Р Valorile funcției “trecute in tabel ne indeamnă să presupunem că func- 
{ја este descrescătoare pe intervalul (-со; 0] si crescătoare pe (0: --оо). 

In figura 10 prezentăm graficul 
acestei funcții. Am scos în evidenţă 
punctele ale căror coordonate sint, trecute 
în tabelul de valori de mai sus. Graficul 
funcției este o parabolă, 

Vom numi funcţie pătratică orice 
functie de Тогта: 

Eg R — R, g(x) == аа? + bz + с; 

unde a, b, c sint numere reale, iar az 0, 

In particular, funcția f de mai sus 
esto о funetie pătratică 


(а= 1, b=e=0) 


Graficul oricărei funcții pătratice. 


Fig. 1,46 este о parabolă. 


з. ТЛ ИЕ, ЕТЕ ан ассам ° ыы 


EXERCIŢIU REZOLVAT 


Să determinăm tuneţia pătratică p ce are proprietatea că 8(1) = @ 
l gm 2(3) = 4. : 


Stim. ой g(x) = 


2(2) E 
па? + bw + с pentru orice 2 € R. Ràmine să deter- 
minăm eoelieientii а, b 81 с. Avem g(1) = a1? -- 5-1 -+t = ü + Ó + с; 
g(2) = a:2* 4 b2 с = ла 20 + с; g (9) = a.32 + 0-3 < с = 9а + ЗЬ + с, 


Deci coeficienții ii aflăm rezolvind sistemul de ecuatilq 


at 0+6 = 0, 
да + 2b + ë = 1, 
Оа -+ 3b + e == 4, 


О 


Inlocuim atest sistem prin altul, echivalent cu el, scăzind din a.doua 


ecuație pe prima, iar dima treia pe a doua: 


а + b ге = 0, 
да -- b : 
ba -+ b = 3. 


Scüzind acum din a treia ecuație pe a doua, obținem 


Acest ultim sistem se rezolvă uşor; soluţia $a este ап = 1, b = = 9, c = 1. 
Așadar funcţia pătratică căutată este g: Ë — R, a(o) = 12 = 2 -p 1. 


EXERCIŢII 
1) Completaţi tabelul: 
"m ра | E 4 
3 1 1 3 : 
а -3 —2 —— -1 -—. 0 = 1 ы % 5% 
> " " 9 


: 1 
Ve) xem 
l. 
Таш) = а | 
fs(z) = 20 [2 


қа) = =2 ай 


fala) 25. xm 
L fete) = --2 аа 


Reprezentaţi grafic, în același sistein de coordonate, functiie fi Fa, fa fev fa fo, de 
tinite pe E, cu valori reale (luaţi oa unitate de măsură, pe atübele axe, 4 сїй). | 
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1 
| 


` 9) Aceesși problemă, pentru funcțiile 2) ga, Za, ga 81 gi 


y 8 Чэ? 
UE MARRE SUS ip ГЭР 
2 2 2 2 
= E +- 
glz) = а? 
ger) = a? + 1 
galz) = а? + 2 
glz) == а? i 
ғыш) — m — 2 
Ce. observali? 
EJ Aceeași problemă, pentru funcțiile M, Jn, Ла, ha. 
1 — a aa 
Ї we 
т 5 --1 ——: 0 23 1 2 3 
2 2 
lale) = ад 
hala) = а? = a 
lis (a) а? — Ug 
Аа) == а” + z 
4) Aceeași problemă, pentru funcţiile A, A», Кз, A. 
z -9 21 D RN prm 2 3 
2 E р 


Ce observați? 
5) Determinali funcţia pătratică ce are proprietatea că g(0)- 0, (1) = —2, 
8(2) -- 0. 


| 6) | Care funcţie pătratică are graficul o parabolă ce contine punctele A(1; 4), 
B(2; 3)si Q(8;4)2 1 

7) Reprezentali grafic funcția ce descrie dependența ariei unui pătrat (măsurată 
în cm?) de lungimea laturii sale (măsurată in ст). Alegeţi unitatea de măsură de 4 cm pe 
fiecare axă de coordonate. Completaţi apoi tabelul: 


latura 1 (cm) 1.4 2 - 10 


— -— 


aria 4 (em2) 8 10 
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' Este într-adevăr un are de parabolă? 


А ДЫ ОДА ТҮЗУ aa 


82) | În figura 11 vedeţi desenată o curbă ce seamănă eu un are de parabolă, 


Ea este graficul unei funcții f. Completaţi tabelul: 


1 f) UR TR | 


| 9) | ши ша Л (în kilometri) atinsă 


de o rachetă la t minute după lansare este 
dată în tabelul: 


durata 
zborului ç |. 0 1 2 3 4 
înălțimea h| 0 25 100 225 400 | 


Puteţi descrie mișcarea rachetei printr-o 
funcţie? Aflaţi înălțimea atinsă după 10 mi- 
nute de la lansare, presupunind că motoarele | 
rachetei funcţionează tot timpul. Fig. [1.11 | 


. 


4. ALTE FUNCȚII | 


Orice numär real т, diferit de zero, are un invers, саге а fost 


7 


1 € : 
notat — sau 771. Să considerăm tabelul: | 


т 
ток Zaa) 2275-32-27 33 A 
2 2 
— 
doceo s dd cap ooo ganaq 
17 4 2 224 | 
Putem considera funcția 
1 
fF:EN(0) — R, f(z) = —. 
T» 
Graficul acestei funcţii (vezi figura 12) 
este о hiporbolă. i 


Fie z un număr real > 0; putem 
extrage rădăcina pătrată din z; ca rezul- 
tat obținem numărul real |/ 2. Fig. IL42 


„Să completâm un tabel (consultaţi şi 
tabelul de la sfirgitul manualului): 


Ф |0 zi 1 2 3 4 
4 
FEA Cer paga EE быт 
(4|0-- 1 Vasin 31,78... 2 
* 


1) Keprezentapi gratie, completind mai intii un tabel de valori, Tunctiai 
"A 2 
(1 EN(0) - R, fla) = =. 
w 
2) Un arhitect vrea så proiècteze o cameră dreptunghiulară avind supratata 


ug А : ; de 
15 me, Btabilifi eum variază lungimea camerei în tuncţie de lüfimen el. Reprezentaji . 
grafic această dependenţă. 


| 3) | Între București бі Ploiești, pe şosea, sint 60 km. În cit timp parcurge un 
АЗАДА о 
automobil aceatá distanţă, mergind cu viteza (constantă) v? Reprezentati gratie dépen- 
denta între durata călătoriei si viteză. 3 
4) Stim că tensiunea curentului electric din rețea este de 290 V. Păcindu=l să trea 
“ . + H 4 . . 2 57 
са printr-un rezistor de rezistență А (ohmi), intensitatea sa J variază astfélr 
220 
Шой) c RS 
R 
a) Trasati graticul dependenţei lui J fată de В. 
b) Rezistoru] este protejat de o siguranță fuzibila de 54. Care este valoarea minimă 
a rezistenţei rezistorului, ce nu provoacă întreruperea curentului prin distrugerea sieu 
гап{еі? 2 ` $i 
5) Reprezentati grafic funcția f:(1, 3]- R, Ме) = 23 
m 


LUCRARE PENTRU VERIFICAREA INSUSIR Il 
5 UNOR CUNOȘTINȚE DE BAZĂ 
1) Se dà tuneția 7: R — R, dosorisă de: 
Р — 3 pentru z = 0, 
fa) 7.9 — z pentru 0 < z < &, 
mu —a pentru z > 9. 
&eleulati f(—3). 7—8), f(—1), ft0), 74), f(2), f(3), (14) 
2) Reprezentaji grafie funcția f: R — R. fla) = 4 g* 
2 
КУЛЕ Hen pun араш gralicului functiei liniare date de fli) = 22 — 7? Dar 
4) Un kilogram de portocală TET aA : еы ç 
disti fs GS Ba] Vost Запа de porque аан атай полац ҮРЭЭ 


f. 5 Ї tà 700 g por tocale Cit cintàrest 184 QU "10 ale are a 
ісі, stabiliți cit cos 2 е, Us k e o pti © Й : 
^ 1 20. М 0 


1. POLINOAME. ОРЕВАТП CU POLINOAME 


Am învăţat în clasele a Vl-a si a Vll-a să facem calcule cu numere 
reprezentate prin litere si în primul rind cu polinoame. 
Să né reamintim că, de exemplu, 
X80242 E 3 


este un polinom in nedeterminatele X si Y, de gradul 5; 


este un polinom în nedeterminata Z, de gradul 2. De asemenea, numerele dife- 
rite de 0 pot fi considerate polinoame de gradul 0 in orice nedeterminată; 
pentru uniformitate, vom considera cá numărul О este polinom (dar că nu are 
grad). „Numerele reale considerate ca polinoame vor fi numite polinoame 
constante. ` 
Ne vom ocupa in special cu polinoame intr-o singură nedeterminată; 
aceasta va fi notată de obicei cu litera X. 

Am învăţat, în clasele anterioare că orice polinom poate fi seris în formă 
canonică. De asemenea, am învăţat, să etectuăm trei operaţii cu polinoame: 
adunarea, scăderea si înmulțirea; să le repetăm prin: 


. / 
EXERCIŢII 
1) Scrieți in formā canonică polinoamele: 
в Х*%— pa Pi 5, Б) tapot a ó) 4 2 2XU 3 вл, 


2 


2) Serieţi în formā canonică suma polinoamelor: - ЕКТЫ 
a) 7X? — 3X + 5 și 222-527; b) 2X — 5 și 4X*—8X 4-6; c) 1 X X2— X°? Xš 
şi 1 Z+ ç Z° ç Х5 d) X*— X $ 4, X!'4 X + 1 si X*—22X*- 14. 
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8) Ce polinom trebuie adunat cu X° 9X — 3 pentru a obține ca rezultat 
Qi — 223 1? 

4) Efectuafi calculele: 

a) (3.12 — 31 + 2)” (3 
с) (5Х2-444Х + 8) — (X° + 2X 

5) Efectuati înmulţirile: 

a) 3X*-(4X — 1); b) (AX? — 5€ — 4):9X2; с) (X? —2X — 3)-(2X — 1); 
d) (X* +! x? — 8)-(2.Y? — 3X + 1). 


= 34 + á); b) (P+ 2X — 0 — QG*- Xt. 2); 
Б (923 + 5 i 


x 
) 


ÎMPĂRȚIREA POLINOAMELOR 


Fie monoamele 6.Х2 și 2 X?. Constatám că: 
GX5 = 3X2: 2X5; 
putem serie astfel: 
bX* : 233 = 3x», 
Observati relaţia între eradele monoamelor: 5 — 3 = 2. ? 
În general, dacă m > n si b Z 0, atunci: 
ДАҚТЫ АҚТЫ ее Иан) ҮТЕ” 


care se mai scrie 81: 


axm pAn == £ Anen; 
b 
La fel procedám și în cazul unor monoame în mai multe nedeterminate; 
de exèmplu: ў 
ТОКО Ж (12774) ХЭА S yay 
(cq X зи) оу = (ME а) уви = УА, 


(—3X2Y9) :(—2Y) = ((—3) :(—2)) Хү = > X2Y2 = 4,5X2Y?, 


О (2244) шр = xs, 


EXERCIŢII 


1) Шесішан împărțirile: 
ç a) 8X* : (—2X?); b) (—6X5) : 4X9; с)(-5Х%:(-Х%; d) 4X7 : 8X; e) 25Х%15Х; 
f) 5X? : (—10X). 
2) Etectuaţi: 
a) (—15X3Y*):(—5X7Y*); b) оте, rr c) 3X Y*3X Y; d) 232Y*: (XY; 


ә 


e)'2523Y? : 5X Y*; 1) (—6X*Y*) ; 32? Y. 


© | 


д Constatăm că 
` este citu! impár- 


Fie polinoamele P(X)--2X?--4X gi Q( X) = 
Р(Х) —QUX)* 2X; putem spune că polinomul C( X) 
(ігі polinomului P(X) la Q(X). 

Alt exemplu: deoarece 

ХЭ-4-(Х-2):(Х-02) 
putem spune că polinomul X + 2 este citul împărțirii polinomului X*—4 
la polinomul X — 2 

Să incercám să impártim polinomul Р(Х--2Х3--5Х--1 1а poli- 
nomul Q(X) = X? + X. Citul Jor ar trebui să aibă gradul 3 — 2 = 1. Sá pre- 
supunem cá acest cil este polinomul C( X) = aX + b; atunci: 

2X9? + 5X + 1 —(X* + А): (aX + b), 
de unde: 2X? + 5X + 1 = aX? + (a + b) X? + bă 
Identiticind coeficienții, obţinem: 


ад (coeficienții lui X9), 

0—a-4-5 (coeficienții lui ХЗ), 

5-0 (coeficienţii lui X), 

18 (0) (termenii liberi), 
ceea ce este absurd. 3 


Presupunerea făcută ne-a condus la o concluzie absurdă; ea este desi 
falsă. Nu putem împărţi „fără rest“ polinomul 2X? + 5X + 1 la X? + X. 

Să observăm însă că: 

2X3 5X +1 =(Х° 4 Х) (2х = 2) 7X + 1, 

astfel putem spune că prin împărţirea lui 2X? -+ 5.X + 1 la Х + X am obti- 
nut. citu 2X — 2 gi restul TX + 1. 

Să observăm că gradul restului este 1, mai mic decit gradul impártite- 
rului X? + X, care este 2. 

Praetie, procedám  astfel: 

— impărţim monomul 2.X? la monomul А? si obţinem 2X; 

— inmultim pe 2X cu X? + X si obținem produsul partial 2 Bos 
pe care-l scădem din deimpărţii; ç 

— deimpărţitul se înlocuieşte cu —2X2 + 5X + 1; impărțim monomul 
—2X? la monomul X?, obtinind —2; 

— inmullim pe —2 cu X?2- X si obținem produsul partial —2X?—2X, 
pe care-l scádem din —2Х° + 5X; 

— deimpărţitul se inlocuieste cu 7X -- 1; deoarece monomul 7X nu 
mai poate fi knpártit là monomul АХ, impáriirea s-a terminal. Citul este 
2X — 2, iar restul este 7 X + 1. 


ах Жа 08-43. 
-2Х2--5Х--4 cital 


-9-2Х%--2Х 
7X 4-4 restul 


D7 


4) Eifectuati tmpărțirile- 
a) (3 41): (X 2- 2); b) CY + 1) 1 G0? 4- 2); с) (Х8--1) : (Х2--2) Ce observati? 


Se nbignuleste Ей se schimbe semnul Pecăpm produs partial, e 


du-se arhuñani іп loc de scăderi, calenlele se aranjează astfel: 


x P 
2X — 2 | 100° — А 
KUN 


| 5} | Еүесішар impárprile: (X* 2 X? 4-1) : QY* 4- X 4-1) и (24. Д9 1)1 
+ 1). Ge observați? 


8) | Fie ( 'CX) ейш împărțirii polinomului X? 4- X* 4- Y 34 la Л%- X 2, 


2X? + 2X У меу? A 
——MM— есіте împărțirea polinomului A? + А 4- X +1 la C(.X). Este adevărat că obţinem 
7Х--1 сіш X? — X 4- 2? De се? 
| 7) Efectuali împărțirile: 
el узд X d : a) (X5 — 2X? + X + 2) : Е s b) (X?--2— X—249?) :(1--4Х--39), 
ONU я Мы с) (4 — 233 4- 6X) : (Y? — 2); а) (1824 — 8X? 4 4X? — 1): (433 + X — 1). 


riti etapă cu etapa, împărțirea pohnomului 81 Х4--40Х24-35Х-- 


84 Х4 -- 10Х%4- 357 | 9Х2-- X+! Im | pr 4 ХАН е А К СОЕ TANT, 
аб) ӨЙ ! š : | 8) | Etectuaţi împărțirile polinoamelor in nedeterminata 4 (scriefi-le mai intii 
—81 X1 — 0 X* — 36X? 
E етн er га în formă canonică); : 
asa е Эл em | а) (X! — Y’) : (X + Y); b) (15? + 26XY + 8Y3) : (3X +40); c) (222--822Y4- 
9X3 -- X9 3-. "AX | e 277 ү): (23 7); d) (6Х®— o spe + É 5): (SX 4 BY -- ) e) (94 — 
ағалы ұлары — 6X3^y — 2XY? 4- AY?) : (2X + 2Y) 


—4bX? + 39X4- ' | 
45Х2-- 5Х--2 M | 9) | Aflaţi restul împărţirii polinomului АХ? — 64Y+9Y la polinomul X?—97*, 


44Х--: 4 considerindu- le: 


Deci m a) polinoame în nedeterminata X; b) polinoame in nedeterminata Y. 
eel ei 4 MEM ҒАН OQ VEL ME En та 
Deci citul împărțirii este 9X X — 5, iar restul este' 44 21. | 10) fifotuati calculélo: 

În general, se poate demonstra о /eoremă а impar firii си E pentru ' (X3 — 9) - (X° + 23)] : [(X + 2)(X — 3); (X* — 3)? : (X + 2). 


polinoame. Aceasta se enunţă astfel: 
. TEOREMĂ. Fie polinoamele P(X) de gradul p gi Q(X) de gradul q, en 


coeficienți numere reale. 


3. DIVIZIBILITATEA POLINOAMELOR. 
X) astfel inci POLINOAME IREDUCTIBILE 


Există un polinom С(Х) şi un polinom В(Х) 


( 

i РХ) = QUE -0(3) + AO Definiție. Vom spune că polinomul Q(X) divide polimomu] P(X) dacă 
вт astfel incit gradu] polinomului R(X) să toma mic decit q. Polinoamele există un polinom .C( X) astfel incit P(X) = Q(X) + C(A) (adica daca restul 
impártirii lui Р(Х) la Q(X) este polinomul nul). In acest caz vom mola 
| А Q(X) | Р(Х) sau Q | P (şi vom citi „О divide pe P"). 

„Observaţie. Înainte de efectuarea împărțirii, atit deimpărțitul eit si impártitornl Dacă О | P, vom mai spune că polinomul P este multiplu à] polinomu- 
trebuie scrişi in formă canonică. | - > e E 

lui Q, sau са Р se divide cu Q. 


СОХ) si R(X) eu aceste proprietăţi sint, unice. 


De exemplu, X--1 divide ре Х%- 1, deoarece X2—1=(X+1): (YX—1); 
EXERCIŢII | seriem (X + 1) |(Х%-- 1). 


Polinomul 2X? — 1 divide polinomul 2X? 4 6X? = X* — 3, deoarece 
1) Efectuati împărțirile: uet 2X5 .-L'6X3 — X? — 3 = (2X? — 1): CX? 4- 3). 
a) (35 — 6X? + 2X) : 3X; b) (6X5 — 5X% + 4379) : (229). | Polinomul constant 2 divide polinomul 2X + 4, deoarece 2X + 4 = 
2) Etectuaţi impártirile: 4 = 2: (X -+ 2); constanta 2 divide бі polinomul X + 1, deoarece X + 1 <= 
a) (2° — 5:00 — %); b) (8Х7 + 20) (2 — 8); с) “84% — 27 1 (ғ = 9); F ; | 1 
: (2X — 4); e) (25 — 30X + 92) : (8X — 5); t) (28 — 62% 112 — 10)1 | к= 2° Y Хх + =] 


эн 7 ^ Polinomul X nu divide polinomul X?2-1. deoarece шэнэ pe ҳа 
| еши tmpaskiriies ' la X obţinem restul 1; la fel, X + З nu divide pe X?  3X — 5 
NE (X 4-1); b) (X9 4 £3: DT 4 4); с) (55441) : (X 1); 4) (Matu | 2 тек NS А а 
HUE 4-1); ө) (9-61): Ч +1); D GE 4 1) : (X q 1). Puteţi spune care va fi аш Obsezcaţie. Polinomul constant 2 divide polinomul constant 8, deoarece 35-2 т 
й i ipàrlirü іш X79 4- 4 la X + 4? : 873 Ny confundați divizibilitatea polinoamelor cu divizibilitatea numerelor naturale! 
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EXERCIŢII 
1) аш dacă polinomul 2 divide sau nu polinomul P, 2 a) Р = 24% — 3, 
О = 320—971) рх — ОХ WT NET ED d Ге 6) РБі-- S e = ха 4- 2X - a; 


4) Р--19-4-1,0-Х- N^ X'—4,9- X 4X 4 1;f) rE 3X? — 44X +15, 


2) Stabiliţi valoarea de adevăr a propozitiilor: 
a) (A? — 1) | (X — 1); b) (X + 1) | (X* -- 2); e) (Х--2) | (А2-А-2); d) 3| 4X; 
ej (X + 1) | (2X — 1). 
= 8) Pentru ce valori ale lui m, polinomul 2X9 + 5X? + m se divide cu polinomul 
X + 2? 
T 4) Fie polinomul Р(Х) = X? — X? -+ XY — 1; scrieţi trei polinoame care îl divid; 
Aceeaşi problemă pentru БӨС X? — 8. + 9X — 27 


[ 5) | Аг ай că dacă polinomul А divide polinomul О, iar polinomul Q divide 
AT 


polinomul P, atunci Л divide pe P. Ce proprietate a relaţiei de divizibilitate intre 
polinoame este aceasta? 


| 6) | Arütali că dacă Q divide pe Р si pe Л, atunci О il divide şi pe P+ R. 


Definiție. Vom spune că un polinom P(X) este reduetibil dacă poate fi 

вөНв ca produs de. polinoame: 
Р(Х) = Q(X) - R(X), 

factorij О şi R avind gradele > 1. 

De exemplu, polinomul X? — 

Х%--1 --(Х--4)-(АХ-- 2); 
de asemenea, polinomul X? + X — 2 este reductibil: 
X X.— 2 = (X — 1) : (X —+ 2). 
Si polinomul X4 2-1 este reductibil: 
ха (L AX 1): Qr d X ad). 

Ca exemple de polinoame ce nu sint reductibile avem în primul rind 
polinomul nul; apoi polinoamele constante Z 0; celelalte polinoame ce nu 
sint reductibile vor fi numite ireductibile. 

Observaţii schema de clasificare a polinoamelor: 


1 este reductibil: 


— Pólinoame ireductibile 
-- Polinomul nul 
— Polinoame constante 50 
— Polinoame reduetibile 
Comparaţi-o cu schema de clasificare a numerelor naturale: 
— Numere prime 
— Numărul 0 
— Numărul 1 
— Numere compuse 
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———— 


Vom arăta că polinoamele de gradul 1 sint ireductibile. 
Să considerăm polinomul de gradul d 
aX +b, a= 0. 
Dacă am presupune că este reqductibil: 
aX +b =Q(X): RIX) 
cu gradele lui Q și R mai mari decit 1, atunci din compararea gradelor. am 
obține | > 1 -+ 1, ceea ce este absurd. Deci orice polinom de gradul 1 
aX--b аж0 
este ireductibil, 


EXERCIŢII 
1) Déscompuneti in factori polinoamele: 


a) X*— 1; b) Х%-,4; o) X* — 4; d) X* — 4; e) X* — 4; 1) X?— 4. 
2) Precizati care polinoame sint reductibile: 


а) X* — 4; b) X* —2; с) X*-&X +4; d) 2X 4-2; e) 47-29; t) X?--8; g) X*421 


h) X“ +1. 
3) Fie die = Xš + 2X? — 9X —1. Саюшай P(—2), P(—1), P(0), PU), PV 3), 
Р(|/ 3) și P(2). (Notăm cu P(a) numărul obţinut înlocuind în polinom а X 


cu numărul a : Тыс operaţiile indicate; de exemplu, P(3)==3%--2 - 385—3. 3—41— 35.) 
4) Fie Р(Х) = Х°— 29X* — 4X — 5 si Q(X) —[(X — 2) - X — 4]- X — 5. Calcu- 
lati Pla) si Q(a) pentru a e 1-2, —1, 0, 1, 2). Ce observati? De ce? 


4. ÎMPĂRŢIREA PRIN BINOMUL X—a 


Să luăm de exemplu polinomul Р(Х) = X? — X + 


1 şi să-l impártim 
la binomul X — 2: 


X9 —X 4-4 KD 
Ea + хрх З 
2х — X 
—2X? + 4X 
Ses 
--4Х-1-6 


Obtinem citul X? + 2X + 3 si restul 7. Pe de altă parte, să calculám numă- 
rul Р(2): P(2) = 23 — 2 + 1 = 7. Observăm că restul împărţirii este exact 
P(2). Este oare aceasta o intimplare? 

Să considerăm un polinom P(X) si să-l impártim (cu rest) la binomul 
X — a; teorema împărţirii cu rest ne spune că există polinoamele С(Х) 81 
R(X) astfel incit: 

a) P(X) = (X — a) - C( X) + R(X). 


b) gradul lui 7? este mai mio decit gradul lui X — a. 
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Însă gradul Ini Y — a este 1 
R(X)= ғ. Putem deci serie: 


Р(Ху==(Х — a) `: C( N) +r. 
Putem alla restul r fără a face impárlirea? În egalitatea de mai sus să 
inlocuim nedeterminata X prin numărul a; 
P(a) = (a — a) *C(a) + r. 


zadar polinomul rest R(X) este constanta 


Deoarece a — @ == 0, obținem că r == P(a). Am dovedit de fapt următoarea: 


obține caloulind valoarea (а). 

Cum caleulàm valoarea Р(а)? Să luăm cîteva exemple 

Fie. Р(Х) = X*--2X--3; atunci Р(а)--а-а--2-4--3.. Obsere 
văm că pentru a obline ре Р(0) trebuie să electmam două inmultiri, apoi două 


| 
| 
Teoremă. Restul împărțirii polmomului P(X) la binomul X — a se | 


adunări. Dacă seriem însă P(X)-(X--2)- X -+ 3, atunci pentru a obține 2 
pe P(a)ze(a--2):«-4-3 efectuŭm doar o înmulțire și două adunări, 
Alt exemplu. Fie polinomul P(X) = X? + BX! — 6X 4-4: atunci 2 
Т(а) = а‘ (a'a) -5:(0:0)-6 0--4. Pentru a-l obține pe (a) eins | 
necesare deci 4 înmulţiri si 3 adunări (scăderea este considerata adunare) | 
Putem proceda mai economic, calevlind cu formula Т(Х) =|(X 4-5) А = | 


= 6]:.Х + 4; efectuám doar 2 înmulţiri şi 3 adunări 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


Aflaţi valorile lu m şi n astfel încît polinomul P(X) = X? + mX +n | 
| 
| 


să dea restul 2 la împărțirea ou X — 1 si restul 5 la impàrtirea.cu A — 3 
Ce rest vom obţine dacă vom împărţi polinomul AX) la A — 2? 
Rezolvare, Seriem P(1) = 2 şi P(3) = 5, adica j | 


Ей: mns 


| Ü + 3, + n = 5 


5 7 
Rezólvind acest sistem de ёсцайн, obtinem m = —— , п = —. 
5 = 
Putem calcula acum restul impärțirii polinomuli ін X — 21 
3 4 2 
Р(2) IPLE = 
: 2 2 2 


EXERCIŢII 
1) Aflaţi restul îrpărțurii polinomului 5X* — 24Ж%171а binomul 


1 28 
a) -1:5) Х-2:0) X + 4; d) visi: (8) Жез 


2) Aflaţi restul împărţirii la binomul X — 2 a polinoamelor, 
a) 2X? +: X = 10; b) 324 — LY? — 5 — 2, o) 2Y* — 8Y.55;: d) 4X^— Y*6 5 


8) Aflaţi! restul împărțirii polinomulu! RZ = mI $ 15 la Ё- à, stiind сд 
tmpäărțit la X —.2 dă restul —3. 


| 4) | Aflaţi restul împărţirii polinomului A? 4-94 % a ~ 1 la hinomul Ж-- a, 


giind cá prin împărţirea la X — 3 dă restul 5. 


[3 | Împărțind polinomul 2X? — mă? $ п — 46 la A — B si X$ 1, obtinem 


în ambele cazuri restul —2. Ce rest vom obţine dacá-l vem împărţi la 3 — 1? 


*) | Arătaţi că dacă împărțind polinomul P(X) la с. obținem restul я, 
v 


atunci tmpărțindu-l] la sx — u obținem același rest x 


În clasa a V-a am învăţat criterii de divizibilitate оп anumite numere 
prime: 2, 3, 5. Vom stabili acum un criteriu de divizibilitate cu polinomul 
ireductibil X — a. 

Teoremá. Un polinom -Р(Х) este divizibil cu binomul X — а dacă si 
numai даса Р(а) = 0. ' 

Demonstrație. Dacă P(X) este divizibil cu X — п, atunëi restul impàr- 
piri lui Р(Х) la X — п esto 0; însă acest; rest coincide cu (a). 

Reciproc, dacă Р(а) = 0, atunci teorema împărțirii cu rest ne asigură 
că există un polinom C(X) astfel incit Р(Х) = (X — a): C(X), ceea ce 
inseamnă că P(X) te divide cu X — а. Teorema este demonstrată. 


Observație, Dacă într-un polinom P(X) suma coeficienţilor este 0, atunci Р(4) = 0, 
deci polinomul este divizibil ew X — 1. De exemplu, polinoamele 


2X3* — 3X + 1, 5X* — 3X* — 23? 4 4X! —99 —2, X* — 2X e d 


ue divid cu X — 1 


1) Care dintre polinoamele de, тај jos sint divjzibile cu Y — 47? 


1X? — 5.3? + 4; h) GX* — 5X — 1; с) 42X? 4 22X —69; d) Irpa — 
= 5X -- 8:6) 2X? — 2X*- 8X — 5. 


2) rea dacă primul polmom өгіз divizibil sau nu cu al doilea, în сағ afir- 


a) 2314 Y iosi X — , b) 29 5! L DE Q ds Y e 8; e) 8t = 27 + 
4438 = 5X = 38 şi XE =< 2, d) 323 > 8Х + А gl Х e 8 


| 3) | Să presupunem că ae [—3, —2 


1—3, —2, —1, 0, 1, 2, 8}. Penisu ce saleri'a]e 


lui 2, polinomul: 


a) X*.- X*— oy — 9; b) 2 4-8! 4 — 42: с) 43- am- Ya43: d) 87. 
= 9X 44 86,28) г = 02 9; 4) X“ L 62° + 143? 4 5X, este diviribil eu 


5. DESCOMPUNEREA POLINOAMELOR ÎN FACTORI. | 
: FORMULE SPECIALE *€ 


Serierea unui polinom ca produs de factori ireductibili prezintă aceleaşi 
avantaje ca si scrierea unui număr natural ca produs de factori primi; este" 
utilă în special atunci cind efecimăm operaţii cu fracţii. 

Nu intotdeauna putem descompune efectiv un polinom in factori ire- 
duüctibili; de cele mai multe ori ne limitám la a-l descompune in doi factori, 

În clasa a VI-a am învățat citeva formule speciale, care ne ajută in 
descompunerea in iaetori. a polinoamelor, Sà le reamintim: 


— formula de scoatere a factorului | === = 
comun: | a'b +a: e= a(b 6) | 


— formula de restringere a pätratu- i 
| a? + 2а) -- h? == (a A ТЫ | | 


lui binomului: 


— formula de descompunere in factori 
a diferenței “pătratelor: 


| ata 3e (ge v) “(а — 7 | 


Să folosim aceste formule pe citeva exemple. | 
Exemplul 4. Polinomul X8 +- 4Y^ se descompune in factori in mod - | 


evident: X9( X? 4- 4). La fel, polinomul — NS n Х*— = X se descompune | 
” a (29) | 

: S (E Жж 13244 1 ү 
de exemplu astfel: X- гч X + x х= ә) sau astfel: | 


A Xe (3X? + X — 2). 
6 
Ететріші 9. Constatám imediat că polinomul X$ -|- 4 X* --4 este pátra- 
tul unui binom: (Х4--2)% La fel polinomul (5X + 2? -+ 2(5X -- 2) -- 1 2 
este pătratul lui (5X + 2) + 1 = 5X 4- 3. | 
Ezémplui 3. Polinomul 25X? — 9 poate fi descompus in produsul 
(5X2-+3) (5X? — 3), sau în produsul (5X*--3)(/5X4-V/ 3) (/5X—|/3) ; 
ultima descompunere este o descompunere in factori ireductibili. | 


EXEBCITII 


1) Eliminati parantezele: 

a) (20-4 4; b) (2X — 3) (X 4-5); о) 5X в х + а}: d) 2X(8X — 8) (X— 3); 
^ р] 
e) (%--4Ң4Х- 3)(X — 5). 

2) Scoateţi factor comun: 

a) 44X5 — 3X5; b) 8X* + 4X? + X?; c) (3X — 4)° + 5(3X — 1); d) (6X + 05 4 

^ 1 152: Te" РР E зд 

+ 8(63 4» 4)8; e) a(x ul + [z+ =) ; f) (O43) (X — 4) 4- (Y - A)? (X++ 6) (X—4). 
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8) Completaţi pînă la pătratul unui binom: 
a) IXE -- ... 4- 25; b) 9X*— ..-- 100; c) 25 — 10X?4-....; d) 46 + 2&X ui 
0) 4X5 — 12X* 4... 
4) Restringeli: 
119 et : 1 


са) Xš J. 22-- 0.25: 184 -123Х2--4:0)9-- 1239 4-4Х5 d) — X° N —; 
e) 12? — 12X + 3. 

5) Descompuneli in factori: 

a) 4948 — 16; b) (8X + 2)2 — (2X + 3)*; c) (5 + 1)? — 16А"; d) &Y* — 24%; 
e) 2525 — 16%, 

| 6*) | Descempuneti in factori: 

а) Х%-- 9 b) X!— 84% с) 2X5 — W; 


O altă formulă specială, mult utilizată in descompunerile in factori, 
este formula diferenței euburilor; 


| a? — b? == (a — b) (a? -I- ab -+ b?) |. 


Asemănătoare este si formula sumei cuburilor: 


| a? -|- b? = (a -|- b) (a? — ab -- b?) | 


Observali cu atenţie deosebirile dintre cele două formule. 


EXERCITII 
1) Descompuneti în factori polinoamele: 
a) 8X? — 27; b) (X + 2? -+ (X — 2); с) zh X4— X; d) X?—927 Y^: e) 8Х"- 125, 
64 


t) 1629 -+ 


Eje 


2) Descompuneţi: în factori: 
a) X? + 23Y*(X — 1) — 1; b) X + 22?4-1; |o) ЕЕ о З Ш xs 
= Х%-Ь X* — 4. E 


| 3*) | Descompuneţi їп actori: 


а) X* — 9; b) X*— 8; с) X* — 4; d) А 4-2. 


Uneori putem descompune un polinom in factori cáutindu-i un factor 
de gradul 1. 

De exemplu, fie polinomul РХ) = X? — 5X? + 8X — 4. Suma 
coeficientilor săi, 1 — 54-8--4, este 0. Deci polinomul se divide cu Х-- L. 
Efectuind impartirea, obținem P(X) = (X — 1): (X? — 4X + 4) şi obser- 
уйт că putem descompune P(X) —(X — 1)(Х — 2)*. 

АШ exemplu. Să descompunem în factori polinomul F(X) = X* — 
— 1X? — 12X + 18. Deoarece suma coeficienţilor săi este 0, polinomul se 
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divide cu X — 1; T(X) =€(X —Xš% + X2—6X — £8). Deoarece 32-32 


— 6:3 — 18 = 0, putem descompune X? + X? — 6X — 18 = (X— 3)( X?4. 
“р 4X + 6). Deci am descompus: Т(Х) 
Din exemplele de mai sus rezultă că, in general, descompunerea in 


factori а unui polinom este dificil de executat. Nu există reguli generale de ` 


lucru; trebuie folosite toate posibilităţile. avute la îndemină, uneori chiar 
artificii de calcul ce denotă ingeniozitate. 


Observaţie. Dacă un polinom are toți. coeficienfii-numere tmiregi-si-se divider ear 
X — а, unde а е Z, atunci а este-divizor al termenului liber al polinomului. Verificaţi 
aceasta pe exemplele de mai sus. 


„EXERCIŢII 


1) Descompuneti în factori: 

a) X*— X — 6; b) X2 + X — 6; c) X* — 10X - 
— 9X + 18; f) 3X* — 2X + 2. 

2) Descompuneti în factori: 

a) X?*— 2X + 6; b) X?— 6X? .-44Y —6; t) ys — 
e) 3? — 12X + 16; 1) 4X? — 4X* — 9X + 9. 


- 16; d) A? — 2X 4-12; e) X*— 


7X — 86; d) X* — 5.Y -+- 9; 


| 3) | Descompuneti іп factori: 


а) X — 25° -- 604 — 36; b) X! $ 0X9 y MI L 6X —24; с) X1—4X3--34 4 
JAM — 45 d) ЕЕ e Ai 4X* — 99; [) X? — Aa ays 8, 


Polinoamele in mai multe nedeterminate se descompun mult mai greu 
în factori. Nu există metode generale; reușita descompunerii depinde foarte 
mult de utilizarea adecvată a formulelor speciale. 

De exemplu, pentru a descompune їп factori polinomul 

X? + 2XY + Y? + XZ + YZ, 
grupăm termenii іп două erupe: prima grupă (formată din primii trei ter- 
meni) este- pătratul unui binom; in a doua grupá scoatem factor comun pe 
Z. Polinomul se serie; (X + Y)2-] (X -- Y)Z. Scoţind încă o dată factor 
comun, am descompus în factori: (X + YX + У - Z). 

Alt exemplu: fie polinomul 9X? — 6XY + Y? — 9. Primii trei ter- 
meni pot fi restrinsi; polinomul devine: (3X — "үр — 9, Folosind formula 
diferenței pătratelor, am reuşit; deseompunerea polinomului în factori: 

(3X — Y 4A — Y — 3). 

Alte exemple: . 3 

X4 — 3 X°Y° + Y! = Xt ХАУ y4— AFK Y2—( Кү) 
Saxo — Y IP И Xy); 

Хэу У XR Pa == oye. 
= (X + XX — DO? + 1); 

X? — Y2— Z° + 2YZ — 2X + 1 —(6Х#®- 2X + 1)—-(Y?—2YZ-- 2?) 
к(Х-1у-(Ү-2)у-(Х-Ү-2-1Х-1-42-1 


(Y? pde UC = DC em 
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=(х = (хз X. ex 68 


Кї — '&ХУ 4 6Y!— X*— 2XY — 83XY 4-6Yy 
—8Y(X — 2Y) = (X — 3Y)(X — 20); 


є Хауз 4 YA —- Xa 2X2Y? + ya — X3y2-(x? 4. Yi (ХУ) 


= (Х*-Ь XP Y2( X? ХУ 4- ҮЗ); 


A5— XAY -- X5Y*— Хгүзү XY: — ys — үш ууу APAN Y) 4- 
) 


[<= Y(X — Y) «UM 4- Хауз У(Х Y) & (X? ХҮ-ыү 
y 


EXERCITII 


minate): 


ын 5 = X*Y + XY* — У?; b) A? АВ + AB? -- B3; v) X2--AX4- BX 4- AP; 


d) XY + 3: ах л 5Y 4-15; e) X?Y 4 + Y" Баху — aX —a*Y — a; 1) X? L aX? р 
< Ja? X 


е 2) 23 Descompuneli în factori: 


Y? —412XY Фф 4Y*; d) 93? — 49YY $ 


: + 23у? — зу; b) x? es 
= 4 3Y*; e) відра — 46У% [) 27X? 


E 39) | Deseompuneli în factori: 


a) (XY 4-1) 4- (XY 4- Y) b) (Y — YWX? 22) a (2 
02 b° + Зару d) (aX л bYP?4-(bX—aY); e) 3-2 
= (X? ~ &XY + Y? g) X: -- 2X?Y? + 9y?. 
4) Descompuneli in l'actori ireductibili, căutînd mai întiiun factor de forma X — at 
a) A —24* —54 A 6; b) X49 —- X 4. 05 0) A e 2X3? — Бл = 61 
d) 3!— 9,342 — 4,7.X 4- 8; е) X? -- 8X° -- AX z 2. 


Y — Z(?.— УЗ); с) 22 
АЗЕ УИ) 


6. CEL MAI MARE DIVIZOR COMUN SI CEL MAI 
MIC MULTIPLU COMUN A DOUĂ POLINOAME 


Fie polinomul 7(Х) = X? — 5X” + 8X — 4. Care sint polinoamele 
care îl divid? 

Observind că se divide cu X — 1, putem să-l descompunem în factori: 
CX) = (X — (A — 2% 

Acum este evident că polinomul 7(X) se divide cu Х—1,сп X —2 
си (X —1\(Х— 2) =X2— 3X + 2 şi cu (X —2)? = X8 — 4X + 4. 

Fie polmoamele: 

P(A) 6X5 — 24X9? si Q(X) = 9X? — 12X? y 12X. 

Descompunindu-le in factori, putem serie: 


Р(Х) = бХ + 2)(X — 2), QUY) = 3 
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11) | 1) | Descompuneli în factori (toate literele care apar sint considerate nedeter- 


Să observaüm că binomul X — 2 este divizor al ambelor polinoame P( X) 
si Q(X); spunem despre el că este divizor comun polinoamelor P si 0. 
De asemenea, polinoamele X şi A(X — 2) = X? — 2X sînt divizori comuni 
polinoamelor P și 0. 

lată lisia polinoamelor езге sint, divizori comuni lui P gi Өз Alt exemplu. Fie A(X) 2X -- 4 şi B(X)-(X— (X 4-3). Ха există 


mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q. Cel mai mare divizor comun 


al lui P si Q va Ü polinomul: 


DUX) = (X F YA 4-4) X5 4- 4X9 L 5X? 4- N + 4. 


=- polinoamele constante a: 1 e г T : ` 
25 ae e de ona суз divizor comun al lui A şi B este 1; polinoamele A $i B sint prime intre ele, 
— polinoamele de forma a(.Y — 2); 


unde а este un număr real Æ 
— polinoamele de forma «X(.X — 2), | 


EXERCIŢII 


Observăm că toti divizorii comuni lui P şi Q divid şi pe А(Х-- 2) = a y К | 
== АХ*.— 2X; acesta es 11111111 › ni java divivor domun a] nolinsamald Aflaţi cel maj mare divizor comun a) polinoamelor: 
p : 2 алын as Үдэ Чада АРДЫН НДЫ 3 б 0) (0—2) (0 3) si (X + 1) (X 15 (X 4-8); b) (X — 1)? (X + 5) și 
STRE. [к 4) (Х 4-5*; c) (X 4-3) (X — 3) si (X 3): а) 44X(X 7) și AX*(X — 7) 

Dacă luăm, polinomul 3N(N — 2) si polinomul 2.Y(X — 2), observăm ей e) 23*(X — 1) (X L 1) (Х24-1) şi AX — ҢА? 5 4). Serieti-] in formă canonică. 
ele sint multipli ai tuturor divizorilor lui P și Q; putem să le numim Бі ә) АПан cel mai mare divizor comun al polinoamelor: 
а) Xa. Ys Xa A+ X; сс Y sj A DA 4-1 с) AX* L 49X + 961 
8X9 4- 27; d) 2" P 8X? — 32 şi 2.3? — 44X .- 20; 1) X? — 
Eo pera 122 -4 Si 4X? — 120 — 40; h) X —X—2 
: si X? J аЛ 4-5. E 

Să observăm cá divizorii comuni lui P si Q au gradele 0, 1 $i 2, iar cel | : 3) Serieli un polinom Р(Х) de gradul 2 astfel ітей серпі mare divizor comun 

mai mare divizor comun lui P $i Q are gradul 2. al lui P(X) si QUX) să fie D(X), uude: 


йен e quocl MN c e A гу РЕ Mal е | ab OG) - 28:44 X)e Ж 51; b) Q(X) = 2° —8; Р(Х) = X — 2; 
Definitie. Pie doua polinoame PCA) si OCX). Um pâlinom D(X) ce are | 1) QUY) Үз -- 1, D(X) ? 
, р (А) şi QUA) І 145) c) 0(Х)--932-012Х--4, D(X) = 34 — 9. 


pe ele „cel mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q”; preferám însă 
să lucrăm cu X(N — 2) = X? — 2X, deoarece coeficientul termenului de 
gradul cel mai inalt este 1. 


următoarele proprietăți: 
1) este divizor al lui P(X) și al lui Q(X); 
2) orice divizor al lui P si Q este divizor si al lui D(X), va fi numit cel | а) X 
шаі mare divizor comun al polinoamelor P si Q. БҮТ 


| 5 | АПа(1 cel mai mare divizor: comun al polinoamelor: 


— XY. şi X° — 2XY + РЗ. b) 6(X* — Y* si 9(X* — YS)(x — Y). 


- 9X 4-2 si X? — 1 sînt prime între ele. 


Obsercatir. 1) Cel mai mare divizor comun а două polinoame mu este unic; orice 


polinom de forma eD(X), unde a este un număr real #0, are si el proprietățile 1) si 2). 7 : З 25 
Nu întotdeauna putem descompune efectiv polinoamele în factori ire- 


ductibili. Metoda de aflare a celui mai mare divizor comun, prezentată mai 
inainte, nu este aplicabilă întotdeauna. De aceea vom prezenta încă o me- 
Cum putem obţine efectiv cel mai mare divizor comun а două polinoame? 1048, algoritmică, numită algoritmul lui Euclid*. 


- 2) Cel mai mare divizor comun a două polinoame P si О este divizor comun al lui 
P si al lui Q gradul său este cel mai mare dintre gradele divizorilor comuni lui Р si Q. 


ғә 


Dacă polinoamele P si Q sînt deseompuse іп factori ireduetibili, atunci | Să luăm de exemplu polinoamele P(N) == А2--2Х-- 24 s QUX) = 
ce] mai mare divizor comun al lor se obţine luînd produsul factorilor ireduo- e X? X — 20. 
tibili comuni, la puterea cea mai mică cu care apar in cele două descom- Impärțim polinomul P la polinomul 0: 
puneri. > ; 
: T : | (--2X — 24 |X? -- X — 2 
De exemplu, fie polinoamele: 8. n 2 Т A p= Х : 
Р(Х) = Х5--6Х4--43Х8--44Х%--12Х--8-(Х-Ь2)/%Х2% 5-1) si ER | 
Q(X) = 2X5 + 6X4 + 2X3 —2X? — 8 = 2(X + 2 (X? + 1) (X — 1). 


Obtinem сїї 1 şi restul A(X) = X — 4: 
ouă deseom ri apar factorii ireductibili X + 2, X? -+ 1 si | z 7 z 
3 În cele două de compuneri apar factor Й ireductibili X + 2, X Г 1 și Р(Х)-0(Х):1-1Х-494, 
X — 1. Dintre aceștia, doar primii doi араг în ambele descompuneri. Facto- 
rul X + 2 apare cu exponentii 3 și 2, deci va apărea cu exponentul 2 în cel ж Euclid — matematician grec ce а trăit în secolul 111 i.e. în orașul Alexandria 
(Egipt); este autorul unui faimos tratat de geometrie. 
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nici un laetor ireductibil comun polinoamelor 4 și B, deci ce] ma) mare, 


Împărţim polinomul О la polinomul Ri: 
Х2-- X—20 | X—4 


—X + AX X35 
5X — 20 
r by 1020 
0 


Obtinem citul X + 5 și restul R(X) = 0; Q(X) = R(X) (X + 5) + 0, 
Deoarece restul R, este 0, algoritmul se opreşte; restul R(X) = X —4 
este cel mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q. 
Alt exemplu. Fie polinoamele P(X) = Xt — 2X? + 4X? — 4X --4 81 


Q(X) = X3, 3° + 2X — 6. 


Impártim polinomul Р la polinomul Q (efectuaţi impártirea!). Obtinem 
С1 1 X EOD și restul TN) = 5N2 21-10: i 
Р(Х) -- QUI) - CX 4.1) 2- (5? + 10). 
Тарагт polinomul Q la polinoniul R, (eleetuali!) Obtinem citul 


+ A e 2 51 restul (N) = 0: 
Р) 


О(Х) = АХ): (3 3e 5) +0. 


5 5 

Deoarece restul R, este 0, algoritmul se opreşte: restul R,( Х)--3.Х2--10 
este cel mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q. 

Observaţie. Putem spune că si X° + 2 este cel mai mare divizor comun al polinoa- 
melor P şi О. ) 

Alt exemplu, Să aplicăm aleoritmul lui Euclid polinoamelor P(N) = 
= DA — DA > DA DA 4 și О(Х)-- X° — 8 X2 РАХ — 4, 

Impártim polinomul P la polinomul Q. Obtinem citul 2.X -+ 4 si restul 
R4 X) ss 2 X° >= 10X Ë 12: 

Р(Х) = Q( N): (2X + 4) + (2X? = 10X 4- 12). 


i 


Impártim polinomul Q la polinomul 7. Obtinem cìtul >. X + 1, iar 


restul R (N) = — 16: 


QUI) = В(Х)- Е yu | + (X — 16), 
Împărţim polinomul R, la polinomul R, Obtinem citul 2 X — T si 
4 4 


restul БХ) = 0, 


Э 153 5 Ж | ” 3 
RAY) = nOD: [7 x - 1) +0, 
w E 
Algoritmul se oprește aici. Ce] mai mare divizor comun al polinoamelor 


P si Q este ultimul rest z 0 obținut, anume A(X) 8X — 16. 
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Энэ E I ED UE NM, | 


JXERCITH 
1) Folosind algoritmul lui Euclid, calculali cel mai mare divizor comun al poli- 
noamelor: 
aj X5-L-9X 9 si x*— Ж —2; 5) X*—5X-L4 gi X*-- 2 — 85 с) 42X* 4- 
d- 5X — 9 si GAZ A — 4; а) Sa 423 — 8) КУ ЭА zu 


| 2) | Alla(i cel mai mare divizor comun al polinoamelor: ' 


а|рХд -6Х2--11Х3-65 (Y? — 8.Y* - 195 — 12; b) 6 үз C 132433 p 15w — 95 
si 2D? L 4X? + 4X — 10; с) 6XX* -- X? X si 4X? — 6? — 4Y + 35 d) 2X'—121? 4- 
18 1902—60 +9 si 4X? — 180% --49XY — 3; е) X'--23!'— X 4-2 şi X! — X'+ 
He X-F3; D) 2X? — 44X? —9 și 4X* L 11Y*! -- 81; g) 3X* —X! —3X 4-4 
моа pa xev н) ут хард 10 

3) Sint polinoamele 2Х%--4Х--4 si 2.Y* 4- .Y 4- 1. prime între ele? Dar poli- 
noamele 4.Y? — 5.Y + 4 si X° — &X + 4? 


Cel mai mie multiplu comun al polinoamelor P(X) si*Q(X) este un poli- 
nom M(X) ce are proprietățile: 

— polinoamele P(X) şi QC) divid polinomului M(X); 

- dacă P(N) si Q( V) divid un polinom 7(Х) atunci si polinomul M(X) 
îl divide ре 7(.V). 

Cu alte cuvinte: 

— M(X) este un multiplu al polinoamelor P(X) si Q(X); 

— dacă Т(Х) este multiplu al polinoamelor P(X) şi Q(X), atunci 7( X) 
este multiplu şi al lui M(X). 

Între polinoamele P(X), Q(X), cel mai mare divizor comun D(X) al 


lor si cel mai mic multiplu comun J(X) al lor există relaţia: 


| P( X) «Q(X) D( N) 2 Қ N) |. 


Această relație ne permite să-l aflăm pe M(X), dacă il cunoaștem pe D(X): 


= —— = K 


| CX) = ГРОХ) : Q(X)] : 20) |. 


Dacă polinoamele P(X) şi О(Х) sint descompuse în factori ireductibili, 
atunci M(X) poate fi luat produsul tuturor factorilor ce apar in descompu- 
neri, fiecare laetor la puterea cea mai mare. 

De exemplu, cel mai mie multiplu comun al polinoamelor 

Р( х) (X — AX AMX +3) ы 0(Х)-4(Х-4(3Х--2р 
este polinomul 


М(Х)--(Х LS А-А 48) 
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EXERCIŢIU REZOLVAT 
Să aflăm cel mai mic multiplu comun al polinoamelor 2X? — X?, 2X? Ф 
4 As eye 1: 
Rezolvare: Deseompunem cele trei polinoame in factori ireduoctibili: 
DIAB) = ХО -- 1), 
2X9? + X = N(2N - 1), 
4X* — 1 == (23 -Е.1)/2Х —1) 
In descompuneri apar factorii ireductibili X, 2N — 1 $i 2X + 1. Pri- 
mul apare eu exponentul 2 i мл descompunere. Cel mai mic multiplu 
GOT маи AN NOX- И) 


EXERCIŢII 


1) Aflati cel mai mie multiplu comun n as u r. 
a) 23 —4y(x — 9) si (X —1)(X—2)5; b) (E—1)(X—2)(X—3) şi (X—1)(X—3); 
c) (X — 1}? si (X -11Х-1р. 


Г 2) | АПай cel mai mic multiplu comun al polinoamelor: 


È 


X? — (a 4- b) X + ab. si Ёс — (à + c).X + ac. 


Scrieţi-l în formă canonică, 
3) Aflaţi cel mai mic multiplu comun al ОЛ 
a) X? — 4X si X° — 8X + 16; b) X* + 2X şi X° j+ 8; с) X! 4-19] X3 — X* +X; 
d) 9X* + 49X + 4 si 27%? 4- 8,0) X* — X si X* — 1; 1) ын -83Х-253-1Х-2 
4) Aflaţi cel mai mic multiplu comun al polinoamelor: E 
a) SAE а; Ы) (X2, (X d-2)X -- 1) gb. (X 4- 2) + 3); 
0) Х-3,(Х-34РЯ(Х-2):4) X, X—15 X? —1; e) 3X — 4, 3X + 1 si 4—9X5; 
|0 |3% +5 si 422— 2x1 


| 5*) | Aflaţi cel mai mic multiplu comun al polinoamelor: 


а) X?— 6X! 4 4X — 6 și 33 — 83* --19X — 42; b) 3*—1 648-141. 


7. FUNCŢII POLINOMIALE SI ECUAȚII "POLINOMIALE. 
TEOREMA LUI BEZOUT 

Am intilnit în lecţiile anterioare multe exemple de polinoame. Putem 

scrie acum forma generală a unui polinom in nedeterminata X, de gradul n1 


а„Х" a VAI. + aus + a,X2 H a,X + do 


a, + a,X +- a, X? 4... 


unde coeficienții а, 01, də, + Gn- @„ sint numere reale, iar а, £ 0. 


aea 2 атл, 
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ТЕ o oa LT ER N 


2X3 — 3X? -- 5. Soriindu-l 
2? (З) А ОХ + 5, reeunoastem. coeficienții 


Să luăm de exemplu polinomul P(N) = 
astfel: PN) 


047552, adu ummy. dogm 9: 


„Să inlocuim in acest polinom nedeterminata № eu numărul 1: obţinem 


ca rezultat numărul 2- 1* — 3- 1? 24- 5 = At il notiun PU) Deci P1) = 


Dacă inloeuim nedeterminata A eu numărul 


a үл 


д \з зү 3 \ 
numărul 2 - = 3-2 --5 = 5; îl notăm P|—|. Deer Р|-. | = 5 
2 2 2 2 ! 
Ша tel sp (py 55121225 = pus = Qu ОЕ) 2 1) S= yes Бшш (у 
Înlocuind nedeterminata A eu un număr т, obținem ca rezultat numărul 
3 — 3. x? -+ 5, care se notează P(w). Putem defini o functie A: R -> R 
prin A(z) = Р(2) pentru orice 2. 

In general, polinomul 


obtinem ca rezultat 


е R. Aceasta este o functie polinomială. 
a, X" 4- a, 4X? e ab a X? 4-а Х + ад, 
determină о funcție polinomială f: К-К, definită de REM Ка) ea, -an-- 
"йа Ты ча" а” лаз. dp pentru orice z c R. 

Functiile liniare, deserise de 

f(x) = a): z +a 

sint exemple simple de luncţii polinomiale. 

Si funcțiile pătratice /(т) = а * z?--a,* £ + ag sint funcţii polinomiale. 

Fio f:R > R o funcție polinomială, definită de 

f (m) = ала ama -р 

Orice număr r eu proprietatea că f(r) == 0 va fi numit rădăcină a polinomului 
pă аа ARO ale uem aA SE У 


-H asz2 -F аут + ас. 


dy. Rădăcinile reale Ше acestui poli- 
nom sint tocmai soluțiile ecualiei polinomiale 


алх, аң met =. каз a X - q 6 == 0, хє, 


Dacă а, # 0, se spune că aceasta este о ecuație de gradul al n-lea. 
De exemplu, numărul —1 este rădăcină а polinomului 2X? — 3° + 5, 


-aşa cum am văzut. Putem spune că —1 este soluție a ecuaţiei polinomiale 


de gradul al LLI-lea 


2x" jx*.- 5 = ` хе 
Am văzut că ecuațiile de gradul 1: 
aX + a, —0, X € 117 
; 2 б а : 
(cu a, = 0) auo singură soluție, numărul ----2, Deci polinomul de gradul I 


а 

1 
a N + а, are о singură rădăcină. Polinomul de gradul al 114ва X? -+ 1 nu 
are nici o rădăcină reală (de ce?) Se poate агаа că polinomul de gradul al 
lIl-lea 2X? — 3.X? -+ 5 are ca rădăcină reală doar pe —1. 
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2) În împărţirea (2X° — 5.Y + a) : (X — 2), determinaţi coeficientul a іп asa fel 


Polinoamele, in special sub formá de functii polinomiale, apar in multe : 
incit restul să fie 0. 


probleme ridicate de fizică, chimie, tehnică. De multe ori interesează allarea | 3 138518 5 
M RC ; ї p š : intre numerele —3, —2, ——, —1,—, --, 2, — este rădăcină а po- 
rădăcinilor polinoamelor. in acest scop se foloseşte mult următoarea teoremă, AR baia uku gaa оК 2: 2228 ac DER Р яа! 
datorată lui 13620115: linorñului: i 
a) X? k АХ 4X + 8; b) 4X? 3k 93 k 9; с) 2X9 t 2 x3—9 Y? 4X —41 


Feoremit. Numărul й este rădăcină a polinomului P(X) dacă si numai Boyce £ r sys — д? 
dacă binomul X — r il divide pe P(X). 


| 4) | Aflaţi polinomul de gradul al doilea Р(Х) = asă? + «4X + ap știind că: 


‹ 


3 1 3 

: E a) P(—3) = —39, P(0) = 0, P(3) = —33, b) P(—1) = 0, s 2 PU)=0; 
EXERCIȚIU REZOLVAT | 3 8 4 

D 2-2) -:258: Р(—1) a, ВИ) 441. 

Arătaţi că polinomul Хт — p X^ + (n — 1) se divide cu X — 1, 


| р . Fie polinomul in nedeterminatele X si Y: 
oricare ar fi numărul natural n. : 


P(X, Үу--2Х2 --ХҮ--5Ү--1. 

Înlocuind nedeterminata Х си numărul 3, iar nedeterminata Y cu numărul 
—4, obținem ca rezultat numărul 2: 32 + 3- (—4),4- 5* (—4) + 1 = —13, 
ре care îl notăm P(3, —4), Deci. P(3, —4) = —13. 

EXERCIȚIU REZOLVAT Înlocuind nedeterminata X cu un număr z, iar pe Y cu numărul y, 
obținem numărul 2* 2° + 2:9 -- 5. у-- 1, care va fi notat P(z, y). Acest 
Care polinom P(X) de gradul al II-lea are valorile P(—2)=3, Р(--1)--б, număr este numit valoarea polinomului P in (z, y). 


Într-adevăr, înlocuind nedeterminata X cu 1, obținem 1"! — n: (n + 
+ (n — 1) = 0; deci 1 este rădăcină à polinomului. 


Așadar, P(1, 1) -:2:12--1-1--5-1--1-4: P (5 1) 2 (с Е: 

ХИ n 7 1 : да PORT OX. 

Fiind un polinom de gradul al Пева, il vom serie co 1-Қ9.1--4-- y) Р(--4, 3) = 2 (—A4)* --(—4)-3 -+ 5.3 + 1 — 36; 
Ru vv eMe RETI o P(y, 3)  2-(V 3 72.3 4-5-3 1 = 20 +3 3. 


А găsi polinomul ce satisface condițiile date înseamnă a preciza valorile 
сово уор а, b 816. | E | | EXERCYPU 
Condiţia P(—2) = У 2) + с 2418 | 2- EE 
celelalte condiții se seriu: 1) Aflaţi valoarea polinomului Q(X, ))= 2X — Y° +2 in: _ 
а) (1,1); b) (14, 2); с) (—1, 1); d) (1, —2); е) (3,2); 1)-(4, 91⁄ 2); в) (—2, 3), 
2) Pentru polinomul P(X, У) = 51° — XY? + Y? + X, саїсшай: 
а) P(z, 2); b) P(z, —1); с) Р(1, y); d) P(—2, 3). 
3) Fie polinomul Р(Х, У) = X*— 3XY .-2Y — X + 3. Pentru се număr y 
avem 2(3, y) = 0? Dar. P(3, y) = 9? 
nr Rn Vu şi c азан soluţia sistemului de ecuatii. Rezolvindu-l, | 8, FRACTII RATIONALE. 
)unem а = 448-055 тоу ә 5 IPY aE d ТЭЭЛ 
AMPLIFICAREA ȘI SIMPLIFICAREA 
е О iraetie raţională este o pereche de polinoame P 51:0), scrisă astfel: 
BXERCUPIH P жыйы 1 Ї sr Q, scrisă astfel: 
-, Numitorul Q trebuie să fie diferit de polinomul nul 0. 
1) Fie polinomul Р(Х) = 2X* — А" + 3? — 5X + 1. ) 


. 5 V гаг о Жг AX 
a) Caleulali valorile P(—3), Р(-2), P(—1), P(0), PU), P2), P(3). De exemplu, 2X td i Х : 2Х7--1 : A АХ 41 sint fracţii ra- 
4 *9 4 e t Dow ub 2 3 
b) Caleulali P Б zi 3X3 B1 X jx " У 5% ; д ys 
9 € | ! r2 dem 2: 
р 1 1 а. janta Er A es р URS ^ Ars 
c) АргохітаЙ (cu eroare de cel mult 0,01) valorile P(— |/ 2). Р( 2), P (( 3). tionale in nedeterminata X, iar Coy ү ДЕ Пр 1 sint fracții 


ж Bézout, Btienne — matematician francez (1730—1783). raționale in nedeterminatele X și Y. 


xi] 


Fractile rationale ale căror numitori sint constante Z 0 sint de fapt 
e MAP Proh UE TM ; ; 
polinoame. De exemplu, fracpia == — se identifică cu polinomul 2.X? + 1; 


UND UH LIP 7 a ай, | d er eu 2X V8 
fractia - se identifică cu polinomul =: AX? -+ 1; fractia TERA se 
Ç 75 


еле : N Же Ak Sn = 
identifică cu polinomul —— X + 64 -1/2Х--ү3. 
: ya ya 


T : А J „Р 7 : 
Putem amplifica о fractie rațională e cu orice polinom R Z 0; ca 
( 


: : : ° ARS pr rs APR : i 
rezultat obţinem fractia raţională БЛ De exemplu, amplifieind fraetia 
› 
(к Л; 
қ „20-1 б 2540.54 j А : х 
rațională КОШ cu polinomul Х2--Х, obținem ca rezultat fracția rațională 
3° + 


(X? + Х)(2Х + 1) ді AN EE OAN Х 


(ХЕ ХЗХ 1). ЗХ 8Х® ХК 


TR NEP ; : р A 

Pentru a simplifica o fractie raţională 0 cu un polinom R 0, este 
\ ! 
necesar ca alit numărătorul P cit si numitorul Q să fie divizibile prin А. 
: ; 2Х3-- 
De exemplu, fracha rațională ——— ——- 
3А 4-Х 

қ : E ы A s d 1 2N3 + 8X? + X 
поти! X; са rezultat obţinem fracţia = ed ; fractia zb rr UE 
3X2? 1 3X4--3X*- +A 
poate fi simplificată cu X, cu X + sau cu X? 4- X. Obtinem pe rind: 
2X? --3X -+1 2X? + X 


- poate fi simplificată eu poli- 


22 AXE Ё ame: 
„respectiv —— —. Primele două fracții 


: T 
2X -+ 1; са rezultat obținem polinomul ri X. 


EXERCITII 


| Simpliticaţi tractiile rationale: 


XX? то Sa? X Y? а 52-64 XY- X 
Ap ZA ep eR. 4 Сау em a) =, 
BA oxir? 129, Y БА ХҮ-+ X 


3) Simpliticaţi: 

da АРУ b) X? — 16Y* Аы у 

: --5 b — i : 
XY — 9Y° AG EBAY АБ? 2X — 2Y 


y? — 1o5y? 
d) — 
X9? — 40XY-4-25yY* 


a) 


"Ұр | Simpliticali: 
| 


1853 


2YZ—Z? 9X! —9XY? 


av pate L gel) 


5) Amplilicali cu X. apoi cu А — 1 fracțiile: 
X e 
: — © 


a) - 


astfel incit să obţineţi (тас avind acelaşi numitor. 


9: VALORILE UNEI FRACTII RATIONALE. 
FUNCTII RATIONALE 


i 3 А а х 2 
Fie de exemplu fraetia rațională F(X) = ——-. Să inlocuim nedeter- 
' Ae cl 
: - қабан : аға 2-1 | . du 
minata X cu numărul 2; obținem numărul —— = -> , care se notează F(2). 
: 2d 3 73. 
а ае. 1 " : 2 2 5 1 э 
Deci (2) = — . Dacă inlocuim nedeterminata X cu numărul — —, obținem ca 
5 J 
23) < 
1 9 3 
= — — 1 Қай 7” — — 
23 2 2.5 2 ij 
rezultat numărul: ————————— — ———— = — = 2; acesta se- notează 


[= рз ki Ey E 
2 4 4 


1 228 1 Š р 4: MM M 1 
F | : | Deci 7 ІР : Г 2, Se spune că [ractia raţională are valoarea 23 
5 Ç 5 


în 2 si că are valoarea 2 in P De asemenea, /(0) = ES шан 

Însă, dacă inlocuim nedeterminata X eu —1 (sau cu 1), numitorul frac- 
{101 se anulează. Se spune că {таса rațională X nu are definiiă valuarea їп 
—1 si in 1. 

1 PX); ; 

--- inlocuim ne- 
ДЕЎ 
determinata X cu un număr real г, pot apărea două cazuri: 

Cazul 1 : Q(r) = 0. În acest caz spunem că таспа raţională F nu are 
definită valoarea in л, sau cà nu este definită in 7. 


În general, dacă într-o Iractie rațională F(X) = 


77 


5) 
Cazul 2. Q(r) Z 0. În acest caz fractia rațională F are valoarea 20) 


Pr) Qr) 
55 oret ray as ЕТ) 
în 7: notăm Ay) = Qr) 

De exemplu, pentru a calcula efectiv valoarea (у), unde EX) = 
. 8X? + 12X + 1 ' қ l+ X:(12 + X: 8) 


| vom scrie F(X) = — 


BU CERE X) 


81 vom folosi 


(X — DX — 6) 
următorul algoritm: 
Pasul (0. Citeşte numărul r. Dacă r Z 1 şir x 6, continuă eu pasul 45 

Іп caz contrar serie percepție“. Stop. 


Фа ШИ =a © Pasul 6. й=—71-|г{ 
Pasul 2. b — 12 4. а; Pasul 6. e =T" d: 
Pasul to e= 05 Pasul 7. numitor = 6 4- е; 


Pasul 4. numărător = 1 + c; Pasul 5. F(r) = numárütor : numitor; 
Pasul 9. Serie rezultatul (л). Stop. 

X 4-4 
AXT—9X-Lr2' 


Pentru orice număr real 2, diferit de 1 si de 2, fractia are valoare'in т. si 
3 5 LU Li ȘI 


2-1 - B Ж 2: Му Р ty 3 

anume ЖЕЛІ” 1-5) Putem defini o funcție А: Б м1, 22 >R prin 
ЗОВ) 

Қа) — сани 


Fie fractia -- Numitorul are două rădăcini, anume 1 si 2, 


; aceasta este o funcție rațională. 


с--27 
Р(Х) : 
În general, fie F(X)= B о Їгас їе rațională. Să notăm cu M mulţimea 


Q(X) 


rădăcinilor reale ale numitorului Q( X). Putem defini o functie f: Въ M В, 


prin /(&) = Р (2). O astfel de funcție se numeste functie rațională. 
С. nn dai E е ы, 1 
Astfel, funcţiile g : RN (11-21, (x)= —— 1 Si LI RN (0) — R, (а)- E. 
4 Ф 


sint exemple de functii rationale. 


А : 45 1 А 

51 funcția 1: R — R descrisă de (т) = — Ye pentru orice ғ €C В, 
шоо 

este o funcţie rațională. 


Studierea functiilor raționale va fi făcută în liceu. 


EXERCITH 


: 5 1 3 ? 5 
1) Саїсшай valoarea (гас| Шог rationale de mai jos in: —1, 1, , „2 și — 2 
2 2 8 
X44 2X +1 ЗА" — 2? 222 3X? — 5X-- 2 
a) 2 х. b) ; c) — -; d) = 4 
X8 ХОСЭВ БЕТТІ X? — 6X +9 
2) Pentru ce numere а, fraclia rațională: 
I о t ENS ЗХ - 
а) к ; b) i 320) г ; d) - D - nu are definită 
3 c 2X +1 Nd 2X + 15 


valoarea in a? 
З) Serieti algoritmul pentru calculul valorii (л), dacă F(X) este frac(ia rațională: 
Х--1 X*—2X + 2 5X° — 4X 4.3 
al E y Ш) ES о) — 


wu 8X +á уе” CE 


10. OPERATII CU FRACTII RATIONALE 


Priviti circuitul electric desenat in figura 1: doi rezistori, avind aceeasi 
rezistenţă R, au fost legati in paralel cu rezistori de 1 КО respectiv 2 КО, 
iar cele două celule obținute au fost legate in serie. Care este rezistenta totală 
a circuitului? 


РАФ Ріо 
` PLUS 
24 ЫЙ 
П, 
150. 2kà * 
Fig. ТА 


Cunoscind formulele de calcul ale rezistentelor, vom pulea alla rezis- 
н ; à ! 1 


а h mS : 
tenta primei celule: ME КО (am presupus cà si rezistența R este expri- 


mată in kiloohmi). Rezistenţa celei de-a doua celule este 


2 
28 Ко. Deci 
2 


Жоға R 2 : 
rezislenta totală a circuitului este de rex + Xl Aducind la același 
. "P. à E 
numitor, putem să scriem: 
aee RO RAO m --2R 7 2m -+ 2R 
E E ЛЛ ЛЛ 05 E ГЫШ) Т 


) 
_ (R + 2R) + (282 4-28) | 3R?--4R 
(А+ 4)(R 4- 2) В82--3НА4-2| 

Avem un exemplu de adunare a două fracţii raționale (în nedeterminata Л). 

În fracțiile rationale nedeterminatele reprezintă de obicei numere reale; 
chiar si fracliile reprezintă numere reale; de aceea este natural să delinira 
operaţii cu fracţii raţionale, care să extindă operaţiile cu numere: adunarea, 
scăderea, înmulțirea și împărţirea. 


ndis : ХЕИ MONS PA 
De exemplu, pentru a aduna fractiile rationale - gi —, 
À X 
avind în vedere că au acelaşi numitor, vom proceda astfel: 


2X —1 ,8Х-2 (2Х-14)4(5Х-2) 7Х-3 


tyr sÑ : 5r 
La fel, 
3 ТУГ P Ар 
Х-4 Х—1 X —1 Х-17 
3X--Y Х-28 (3Х--Ү)--(Х--2У) 4Х-3ЗҮ. 
О “аа STAR 200271 
2 X- (X23 4X >2Х--2 
gil сэр SA Х%-4” 


Să observăm că putem 'simplifica ultima fractie cu Ж--4; ca rezultat obtinem 


2 а Așadar, putem spune cá suma. lracţiilor A 5 А după 
5242 | y Й 3 Б 8 (410 X8 d ȘI Xi » Qupa 
simplificare, este Y UN . Se obisnuieste să se scrie: 

Тт ЙА X 2 
"va. T теге * 
Aa] AP d е1 
EXERCITII 
1) Adunați fractile rationale: 
| Ё уон, 527 cm 3 
е E uM M Ma 
gc Y od XX X° + XZ 11 і Tl; 7 

nue OPE ny: 22-21 де, С 

d) 5-2-25-4 в) 5 ну 22-54 
AT) A”) Ac 22 X — 2X этеа? 
2) Efectuali adunările, simplificind rezultatele: 

^" m x 8 2001) i Š 1 a 2X +3 1 

V +7 Х-р2 y* X А + X (X — 1)(X 4- 3) 

3 W: 1 — X БЕЛЕТ А 

5 ; vl em menm er. - 
(22-1) Сы 3) 9-4 23--4 A? — 1 DIES] 


wu ug d : 
În general, dacă 2) 81 d sint două fracţii rationale cu același numitor, 
x 


< 
ji : PR. PAR 
definim suma lor astfel: ------ DEM 
020 0 
Da nn s r Р, ă fna il rali alo c 1] 911 ilarpiti 
ў Pentru a aduna două fracții rationale cu numitorii diferiți, le vom aduce 
mai intii la același numitor, prin amplilicare convenabilă, apoi le vom aphea 


regula de mai sus. 
"9 


A би 
š УЛ şi —. Pentru a le aduna, le vom 


De exemplu, fie Гас Ше 


aduce mai intii la același numitor, amplificindu-le cu X, respectiv cu X — 1; 


„Же quc T 4240 E REA T me il 
Жз рет ее усы у EUNT I rs саға 


7 


DEC. 
si—— să observăm 


Ж —1)°°_ X?— 1 

că cel mai mic multiplu comun al numitorilor lor este (X — 1)% X -+ 1) 
Asadar, pentru a le «duce la același numitor, le vom amplifica cu X + 1 
гезреейіу "ап X — Ш 


Alt exemplu. Pentru a aduna fracțiile 


DUM AM UNE АТ СЕ 
(X 1р р а ув 
ЕЛДІ M аар dis 
С (X—41)(X-1 35-35 -1Х-41 


1 al numitorilor este produsul lor: (X -+ 1)(X — 1) = X? — 1. Vom proceda | 


ҰСТАР АРТ SIRE ISS SIRIEI жог ы D 


И 1 
si 


s] — Cel mai mic multiplu comun 
AUGEN 


Să adunăm fracțiile 


astfel: 
Xl Хе le azi TA X-X X44 
Есе —— = LL———— d —— = 
ЖЕЛЕ "Ұға Dieta le о Е sx dl 
e A a si 22015441 қ 
2—1 X. —, 1° ) | 
Să adunăm polinomul 2X 4- 5 cu fraetia rațională . Polinomul 
2 — l 
Je : : ; 2Х--5 | ЭМГ: | 
poate fi scris ca fractie raţională cu numitorul 1: — Cel mai mic | 
multiplu comun al numitorilor este chiar numitorul fraetiei x - n Vom 41 


proceda astfel: 


; {йз Mehl: а L3X—5 
о неа 5 eL unc c unda 


Axel tout es aem 
De regulă, rezultatul adunării a două fracții rationale trebuie simplificat 
pe cît posibil. Preferăm, din motive evidente, scrierea lui sub forma unei frac- 


tii ireductibile (însă aceasta este, in general, dificil de realizat). 


ХЭЭ 
Asa айл Adu- 


51 . 
> 


Xi Хал 


Astfel, să luăm ca exemplu fracțiile rationale 


nindu-le, obținem: 


Xe Dag ХЭ pl ша ut. Em 2X --2 
a al CUNT ЖОХ ДЕЛ) ACE E) 
Rezultatul obţinut poate fi simplificat cu A + 1; se obișnuiește să se serie: 
Х-2 000 11 


га 
Alt exemplu. Să luăm fracțiile rationale 
Хз — 3X? + 2X 4 3Х-1 : 

| { Хэ Ха а Куш акр уа 
| Adunindu-le observind că cel mai mic multiplu comun al numitorilor este 

X? — X? = XXX — 1) (X? + X + 1), obținem: 
| Х8--8Х2--2Х 4-0 13X--1 
| 22225027 Xt. pue 
| (ха — 3X2 4 2X) + (3X? —2X—1) | Хз—1 

/% 03 ЕЛЕ 
Putem simplifica rezultatul obţinut cu X? — 1; vom scrie: 
Х8-39Х2--2Х. 8Х-1 “рх 


СЕ а Laya s c xe 


81 


Obsereaţie. Am fi putut evita o serie de calcule, dacă am fi observat de la inceput 
| Жаа аа бэлэй m. әу 
că fracjia. ---- — — 5 2 3, 
4 3o Y Pose түл 
De aceea, atunci cînd adunăm fracţii raționale, este bine să verificăm înainte de toate 
dacă ele sint sau nu ireductibile, eventual să le simplilicám, 
! 
2Х š Х 1 


3 81 У 
3X T А%--1” iat Х.+ 1 


poale fi simplificată cu А — 1 si înlocuită cu 


Alte exemple. Să efectu&m: 


Avem: / 
Ї ADU CEN e 2 4-5 бхХ? 11X? 4-5 
3X5 71 e 1-8X ^ 3X(X*.p1) 3Х8-13Х" 
х | ҚА EE —O(X? 4- X) + (4 — X3) Ай 
їеэр КҮЗЕТІ (1— Х5(Х--1) 
Х-1 Gn 1 
| (1 — X?) (X + 1) ATL. 
sau, observind că cel mai mie multiplu comun al numitorilor 1 — X? siX--1 
este 1-- X? —(X - 1) (4. — X): 2 
| X TH IDA GE — X) 1 
1- X? Ж t—Xx OU P 


mn i Š 
es sint două fracții rationale cu numitorii dife- 


n 


În general, dacă 


€ ` 


\ riti; atunci suma lor este fractia rațională. 
1 8-Р HOR 
Oa 


Adunarea fractiilor rationale are aceleași proprietăți ca și adunarea 
numerelor reale: este comutativă și asociativă, Putem astfel să adunăm trei 
sau mai multe fracții rationale, indiferent in ce ordine, 


EXERCITIU REZOLVAT 


X 4 Ear 7Х%-- 18X17 
Y au X = 1 : 
Cel mai mie multiplu comun al numitorilor este X?—1—(X-F1).(X—1). 
Pentru a aduce toate cele trei fractii la același numitor, vom amplitica 


prima cu X + 1, iar a doua cu X — 1. Obtinem astfel: 


"e пх — 8X L7 


Să adunăm fracțiile rationale 


Х +1) p J- 1 х-1) E TE 1 


э duris Хош xu LI 
(X* -- 2X +1) -- (X? — 2X + 1) + (7X? — 18X 4-7) 
X2 — 1 xn 
93*—18X + 9. 9(X—49 &-:. 9x—9 
8-4 = | Мари ЖОҚ Т 


| а 


EXERCIȚIU REZOLVAT 


+ Y? жет AY 


, 9 
Să adunăm fracțiile rationale ———— — = НК сл 
TIE v 


Pentru a aduce fracțiile la același numitor, va trebui să amplificám 


doua cu X + Y. Deci: 


анал ip 
AU fe dà 5208 


De ce credeţi că аш seris rezultatul ca pătrat si nu astfel: 


Я Х5-2ХУ-18 
(2--2ХҮ- y? 
EXERCITH 
1) Aduceţi la același numitor fracțiile, simplilieindu-le in prealabil: 
pe 7! Dead 22176 . &—6Х KS 
$i ДЕР! жер = 1 —— Ж: 5 
A(X +7) X*—4 92° + 12X +4 9X* — 4 X° —9 X 
20° — 6X 
JETER) 
2) Efectuali adunările: 
5Х-23 -2Х 2 1 Х-1 ү — 
) p Е SEEDS X + үзе ЭГ Х E Ada 
2X А : дэ X Х +1 X 
а) 2 AP dicun 1 20-57. 005 
с ir Н 1 ЛЫ REAA 
220044 Eds xa SE dde AIN UB КУ угт: 
h) 4X —3 3X +á 
1 . 
&X + 3 ЗХ —4 
3) Ef ectuați adunările: 
2 2X 2Y A 4X 
| зала аны RE сы eee aa " 
X-+ Y Х-Ү APP 2-2ү X+2Y 2Х-1 
зу 221 
d) -E +S, 
A?— XY XY + Y? 
A) Efectuati adunările, simplilicind (dacă este posibil) rezultatul: 
1 2 3X +1 2X +3  2—3X , X*—106X 
а) — E ——— 4 = Б : га Дк ; 
A X — 1 1 — Xš X—2 X + 2 А? — 4 
X+ Y — № 2 2 1 
За ра оаа МЫЛ NOS. s= ; 
2X — 2Y 2X + 2Y Xr Бү, (x — 2) (X — 2)8 
4 2 ЖЕ! Sa 
e) x 1 3 : ы-ы ар ES а, nu 


раар ) жыр ТҮ ae! 


Y-4Y PI D: ^ REA ж, NS YZ » 
QAI REI MI ЧЕЛ e VeL UNES MOT 010) esc arae EISA) 
dene c | ХҮ үе к RUN AS ыг i, Mar. 

Sr DID ФЕ А Т У вт 3 441) X19 


| 5) | Etectuati adunările: 


еч P uk 5 МИНЕ ЫНЫ Eee 
Sd eic RET: b) 1--Х-- :0)1--Х--3Х"- шара 
A X—1 EES р Y—1 
| 65) | Fie: fracțiile: 
oed 3X —2 „_ АХ—3 
PE 200443) е ES, 
291 xr X Ха 
Calculati U(X) = F(X)--G(X); F(X)—3G(X) -H(X); W(X) = Р(Х) -- 3G(X) -2H(X). 


| 7*) | Efectuati adunările: 
l 


34 АҒ Жасан” ар 7а Р 
а) — + DIE 2 CREE 7% 
Xš — 3X --9 AOP Глу ЕРА X? .- 4X 4- 3 AX? + 6X 8 
š : : Р(Х) M А : Р(Х) 
Opusa fracției rationale F(X) = —— este fraetia rațională — 
: ! 7^ 000 009 


care se notează —F. Scăderea fraetiilor rationale se defineşte cu ajutorul 


adunării, prin; G — F = G + (— 


сул” 


4 
: ZA ш 
De exemplu, dacă vrem.sá scádem fraetia rațională CDU din fractia 


- : „vom proceda- astfel: 
X + Ç 
7 aX — А 7 ПО ар ЕК |) + (—BA + 4) 
X +1 X? — X 4-406 XN? —4 \* — 1 
ANE 
Kami: 
Practic vom proceda ca si în eazul adunării: 
Х—1) 7 dus 2230-0211 (BA == 4) 
X + 1 Aci sl “ЭМН! 
520 i "a -=P Р 
Observaţie. Să observăm că opusa f[racliei este таса — : — —— =>. 
; O Q O 
— P » 
De asemenea, să observăm că prin amplificarea tracţiei $53 cu —1 obținem fraclia 6 à 
EXERCIŢII 
1) Etectuaţi: 
i 5% 22 2X — —2X З 
2) | c " 218 Х х } ) Xx 1 d) 4 К 
X )X 4-29 Х--2 Х-1 Х--8 Y—2 Д? — 1 
2X 3X + 7 X 4-9 D- 1 M X 
ДЭВ 85-285. 35-92 (Xe 0) 
84 


| 8) Bifectuaţi, simplificind рә ett posibil rezultatul: 
2 9X41,, 8392Ж 3Х-23 


R 0 3 


- : ; b) = ; e) = 
Х-1 X° – 1 Х-2 Х-2 X?—4 2X —1 
20% — 2 x° 
s ES dg c——— е 2 = ао. eo sa kas 
| аА —1 ` X° +8 X41 (1 — X?) (X° + 3) X° + 1 
А, 
| атк 
| 3) Fie (тас в raționale F(X) = 2471 ,G(X) = Ad iH(X)- T 
| X? — 2% 2X 2-0 
Calculaţi fracțiile raţionale U(X) = F(X) 4-С(Х)— H(X); V(X) = F(X) —G(X); 


W(X) = H(X) — F(X). 
vali? Puteţi explica? 


Calculaţi apoi fractia E(X) = U(X) + У(Х) + W(X). Ce obser- 


[4| RBfectuati: 


Шагай оси ай ГО сл 2X + Y Der biben 
ЗОЛ Еу PEE UMPcenpo meses 045920 
TEY ОР С Х+Ү 5.0 18X Чъй 
unge HP ТЕРІ Ж ЕЕЕ (а (ОЗ) (12209! 22:22) 
e) (Х-үр | (У + Z) QE 7, 
XY YZ XZ 
; М 27» 57 P Ңң : ы: 2 
Produsul a două fracţii Papipnalos e și тт este,. prin definiţie, fractia 
: pon 
raţională — : 
0.5 


12320487 РеН 
(5 18877 00-9 
Observăm că numărătorul produsului este produsul numărătorilor, iar numito- 


rul produsului este produsul numitorilor fraetiilor. 


De exemplu, să calculăm produsul fractiilor 


A2— 4 2Х (X*—4).2X 9Х%-8Х 
ЯК КУ БА ған 2 
Se obișnuiește să se simplifice (pe cit posibil) rezultatul; in acest exemplu 
putem simplifica cu A(X + 2) = X?--2X şi putem serie: 
e Cu mr л: 2 X A 
Simplifiearea poate fi făcută chiar de la început, după ce am descompus 


în factori numărătorii și numitorii. Orice factor care apare într-unul, dintre 
numărători și într-unul dintre numitori poate fi simplificat, 


Luind din nou exemplul de mai sus, să descompunem numărătorii si 
numitorii-in factori: 


Х-4 2X |(Х-2(Х-2 2X 
i me s x? P ПЕ) 
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Observăm că X apare ca factor la numitor și la numărător; la fel X + 2. 


: х=2 2 es БАС At 
Îi simplificăm; rămine ТИГР adică ETC 


Pentru a efectua produsul fractiillor rationale 


observăm cá X poate fi simplificat: 


Хэ-2 Ke MES 21-5 drills des 
| S e Ал; E dul Жі 
y Xs — 1 А е 22 ай! 
Alt exemplu. Sá înmulţim fractia LINII cu fracția Z. 


Descompunem in factori numitorii si numărătorii; cele două fracții se scriu: 
(X —1)(X? 47 X + 1) | X.-- 1 

X F1 Xix — 1) 

Observăm că X — 1 si X + 1 apar ca factori la un numărător și la un numi- 
tor; îi simplificám si scriem: 

Хз —4 X44 (х 0)(х БХ) 

25-1 Х1-Х _ (X + 1)? 
s T e a Жі 


хаа 
Х(Х--4) 


m Aces н ЕЕ : » 
Sá inmultim polinomul X? — 2X + 1 cu таспа pu Vom serie, 
: š poat X? —2X + 1 2 4 
polinomul ea fractie rațiohală cu numitorul 1: = vu ағанды Observăm că 


putem simplifica factorul X — 1: 
хохй Xi Х-1 
1 MIU 1 X X 


Să electuăm produsul fraetiilor rationale 


Observăm că putem simplifica factorii X — Y $i X (о singură dată!). Așadar: 
X XX xc ВМ ID Тат» ТЫ 21 13:1-2):1 
ic qae Ж) ră i E ER 


BU-E 2 Eod 


3 


: ; 25 : x 
Inversa fractiei raționale ds este fracția rațională Я (presupunind că 
9 5) ii 


polinomul R este diferit de polinomul 0). Într-adevăr, după simplificarea cu 
RSS R.S 1 


В: S, avem: RT S.R = m3 
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Împărţirea fractiilor rationale se defineste cu ajutorul înmulţirii, astfel: 
ph pum 
O: DENN 
Citul unei fracţii rationale prin alta se obline înmullind prima fractie cu 
inversa celei. de-a doua. 


Reţineţi și formula: 


Р 
OE ES 
1 70-8 
` 


7 res 94 
23 A la fractia uar 


De exemplu, să impàrtim (гаспа rațională 


Procedăm astfel: 


X—2X Х-2 | X*—2X h SZ T Ж xi 
XM h X Ко 9 р Ы 


(am simplificat cu X — 9). ` 
КД) 


ОЛ? — А 


Să scriem cltul ca fractie ralională. Folosind for- 


(X + 3)0X+ 1)-(3X +2) 
(9° — 4) (X + 3) 
2X 4 


mula, il putem înlocui cu Simpliticind cu 


ТЕЛІ КЕЗ ет 2Х--1 
Х--38:0:98Х--2, obținem ——— . 
ў ! 3X —2 


m A Vaga: 


Putem serie: 
(X 4- 3) (2X + 1) 


EUN 
9X? — 4 


| 20 1 


Ra: jX 2 
3Х 1-2 


EXERCITII 


1) Шесішар inmullirile de mai jos, scriind mai intii polinoamele ca їгас| cu nue 
mitorul 1: ; 


sg 9 is 5 5 9 1 
а) тау алыс ру Дэн oy eta mc 18 ЖОС ЖАТА eet. 
X Х-1 ХЭ? d) (X5 + 4& 4 d 
2) Efectuati: 
2 XA: 0 ‚8 2 128 
ЕЙ т=з эг PES ET X а АХ 


i | 3) | өсіне tnmulfirile: 


LUC 


эле c сэз» „з ОЕЛГТЄЖМ ЖЭ ME О, E 


КАБІ PENTRU VERIFICAREA ÎNSUȘIRII UNOR CUNOȘTINȚE 
SI DEPRINDERI DE BAZĂ 


1 
| 3XY 52 gm  m—r хуй (уб уң ` 
| 2i. gyYi. „үйлүү. Y ая 5X LUCRAREA I 
10У BX4Y 8Х-Ү 1) (8X 2) 4X-— 5, 1) Efectuati: З 
9(Y4 Y) 9X:— ҮР 2XY + Y 161° — 25 9X4 46 | (83* — 6X 4-2) 4. (3X* 4- 2X 4); b) (5331 — &X 4- 9) 2 (23* — 5X 44]; 
с) (8X — Y-E3)-(5X* — Y); d) (X* — 8X' — 4X? --[6X + 4): (x*—3X-— 2). 
\ | 4) | Etectuaţi tnmulfirile: | Descompuneli іп factori: 
SIT: . а) 1640 — 4; b) ЗХ" р 6er 4 32°;, с) 81 — ys; d) XY*— ха 48X — 8. 
a) (X + У)“. зх SE inei 262 Es. А 9) Arătaţi că polinomul X — 3 divide polinomul” X* — 8А — 3. 
SA Х--Үр” X*.4XY--íY! Х-Ү i 4) Aflaţi cel mai mare divizor comun $i cel mai mic multiplu comun al polinoa- 
| : : | p 
ma хү X'— XY ^ xy др Су К х“ Үй E: LY melor: X?-- 4X -p4 ы X? j- 8. 
My Gyon p.m oy. ОТ ЭЛ STIS 
| к Mle ы иңе USO уг f PARE | LUCRAREA A II-A 
у” Kpa сан 1272 as | y 1) Simplificaţi fractile raționale: 
5) Eteciuaţi împărțirile: qp SB n SIP ру, &(Х + Y &(X + Y) 44 
a) =—— x: --------; с) — — — 
9 X 4-4 DX o» SE 9 Х%-У% х= У. оху? У5--3ХҮ 2Х-2Ү-1 
8) EL Б) Кы 0) рю erudi же чеч) 
| j А8 2: 2X “=з, — 12 4X) 2) 2) Bfeeluali: 
а е +3 CY qud з © (ЖЕЕ Т) dT Tog m Х + 1 f ^ ane 
e) T’ +зХ : бела. 54) 25 LE — 8) RORIS Bere coUe d а) ----4---; b) 2X — 1 — ——; ce) — — CENE MEE ae 
&4XY—16Y 3X 12 X3 — 9 X Y ys. са ) E D 4-3 3 6X ZK P4. Ys XY 
6) Scrieţi ca fraclie raţională: 3) Ce їтасИө raţională poate fi serisă în locul semnului ..., аѕ е] incit: 
Х%--9Х Х3--9 Dee pia 51 ХЗ-0234 
fifa rrr Я Еч uou 251291 сү za) 
OREI көкү T E WT SEE Х-1 Х-1 Х-1 Х-1 
9, ' t П 
a) - тык b) УЕ 4) Efectuali: 
ж е 
9.Y t Y^ lo (5 -Х, ох? RM Xem 
X? 4-4 POE ED Cm J X? —4 


| EXERCIȚIU REZOLVAT 
| , | 
| Pentru ce valori ale lui m şi n ecuaţia x? + mx + n = 0 admite solu- 
| {Ше 4 și —3? 
i Deoarece 4 este soluţie a ecuaţiei, înlocuind necunoscuta х cu 4 obținem 
ropozitia adevărată 42 + m: 4 + n = 0. La fel, din faptul cá —3 este soluţie 
р р | ие, 
obținem propoziţia adevărată: (—3)? + m-( 3) + n = 0. 
| Capitolul ТҮ. Deci m si + sint soluţii ale sistemului 
Л ` 5 4 I 
| ECUATII DE GRADUL AL DOILEA | 16 + ¿m + п 0 
- 
9 — Əm + n = 0. 1 
. . d Ы 
| Obtinem m = —1 si n = 12. | 
d . 2 2 7 7 “ t n yet . | 
| 7 АВЕ Dacă notăm Р(Х) = X?-- mX + n, faptul cá 4 și —3 sint rădăcini 
| ; 4 | (3-3 | 
| ale polinomului Р(Х) se exprimă prin condiţiile Р(4) = 0 si P(—3) — 0, | 
Multe probleme practice se pot rezolva folosind ecuaţiile. De exemplu, care conduc la sistemul de ecuaţii de mai sus. 
2 az T5 2 `1 . 
sà presupunem că un arhitect vrea să proiecteze o cameră de 15 m?, dorind | | 
| ca luneimea camerei să ће cu 2 m mai mare decit lățimea. 
5 : С 
ç 3 Aa i 2 SUE 41 atunci lungimea SEIN | 
Dacă notăm cu z lăţimea camerei шша în m), үч is A ТХЕВСГТП | 
camerei este z + 2, iar aria camerei este ( + 2)* z. Putem rezolva probler 
ы: = 9% , š 
Ч y НАС 1 xñ reusim să rezolvăm ecuaţia: › ` — | 
| arhitectului dacă reus E 1) Formati ecuațiile de gradul al II-lea care au coeficienţii a, b, c dati in tabelul | 
(x 4- 2)- х. = 15 (хе В). următor (primul rind este completat ca model). | 
ЁЛ 3 sd Verificati, pentru fiecare dintre ecuaţii, dacă vreun element din mulţimea | 
i Această ecuaţie este echivalentă ou ecuația: ‚ | М js | 
Р а b с Ecuatia Шот Фу J este soluţie. . | 
(2. 9x — 15 = 0 (хе В). ES B da) е > : 
Бий ? P identá me ses 2 215-3 Ux pa D 2) Precizali coeficientii a, b, c | 
: adul a T 8 д sa este evidentă, anur a A 040) 
care este o ecuaţie de gradul al II-lea. O soluţie a pp 8 19 “cati 2) 4 0 1 4 A pentru fiecare dintre есга Ше: 
p = 3. Dar ecuaţia mai are încă o soluţie, anume —5 (verificați !). j 5 17 0 a) 2x* — 20x + W 19 = 0; | 
р TE š Таня mnoieetedză camera avi ngl- pere тте; VO SUE ce asun : P LE SUN ME a ea : | 
| Arhitectul isi rezolvă problema dacă proieclează camera avind lung IB 252555 85:13 h) x'- x4-1 = 0; c) 2x*4- 15 = 0; | 
9 Я 7 Е 10 oare sindura sc e accep- [xc emi | олс kappa Sua w. зер е — i АР "WEE «oe orsi ү 
mea de 5 metri si lăţimea de 3 metri, Aceasta este oare singura soluție accep E 0 5 d) S = ЕА. iX = 0 
И dix 4 - === ян — [).—9x* =,0; 8) xv 
x anhitecth ; : 14 
tabilă pentru arhitect: 6 0 n +х—5=0; h) Зх охур 5 — 0; 
DEFINITIE. Vom numi ecuatie de gradul a] I-lea orice ecuație de forma: | —1 4 Ш i) (24-1) х2 ?mx 4- 3(m--2)9- 0. 6 | 
BFINITIE. / | 
ax? + bx + c= 0 (хе В). й | 3) | Dintre următoarele ecuaţii, care sint echivalente cu ecuaţii de gradul” | 
А ‚4 а 0, căci pentr al II-lea? 
| cu a, b, e numere reale. Putem presupune de la inceput са а # 0, căci pentru al II-lea | 
: ^ ioa o ecuaţie liniară (de gradul l). a) (x — 1)(x + 1)x* + 4) == (x! + 3*; b) x(x + 2)(x + 3) = xix 4 4)(x + 4); | 
SR ЖОК Р(Х) = aX? -++ bX +4- e; acesta este un polinom in X de gra- c) (2x—1)(4x* =0; d) (IZ $—x—1)? — 0. | 
Jd 2M < I. A x ш 


deeem UE Je ecuatiei. Soluţiile ecuaţiei se mai Е 1 "3 : , Ч 
dul а) Il-lea; de aici provine și numele ecuației. Soluțiile aay 4) Este 5 o soluție a ecuației —x' — 4x 4-5 = 0? Dar —5? Este 1 2177 


numesc si rădăcini ale polinomului. КАШУ ДАЛИ ЕШШ 28 ae ERES бал СЫ ИІ 


> 


63 = 0, deoarece este 


ЕЕ aste 8 ie a ecuației x? — 16х - А 
De exemplu, 7 este soluție з ecua й A үз ОХ 62 consta з) a) Aflaţi valoarea lui m stiind că 1 este soluție a ecuatiel 
B' adevărat că 7* — 16, 7 + 63 = 0. Notind Р(Х) = та ШОИ Сеин 
v cà Р(7) = 0, deci 7 este rădăcină a polinomului P(X). 8 este rădăcimă? 
am cà P = 9, deci 2; st: 
Dar 9? 


5x)! — mr 7 —m = Ü 


b) Pentru ce valoare a parametrului p, ecuaţia px? — 5x — 4p == 0 are golutia 2? 


ÎN 90 91 
рі P < ' 


E 


2. REZOLVAREA ECUAŢIEI DE GRADUL AL II-LEA, 
CAZURI SPECIALE 


De exemplu, să rezolvăm ecuaţia: 
х®—бх=0(хЄ В). 

Constatăm imediat, prin înlocuire directă, că numărul 0 este soluţie a 
ecuației, 

Să presupunem că numărul real s este soluție a ecuației; atunci, dacă 
inlocuim nuyta X cu s, obținem propoziţia adevărată 52 — 6s = 0, 
sau s? == Os. 

Distingem două cazuri: 

ын soluția s este 0; 

— s + 0; іп acest caz, АИЛ ambii si cu s, obținem s == 
VE HM бг — 60:6 == 0, ecuaţia are două soluţii: 0 si 6, 

Să considerăm polinomul P(N) - X? — 6X. Stim că rădăcinile sale 
sint 0 si 6. Dacă-l descompunem în factori: P(X) = X(X — 6), observăm 
că cei doi factori sint de torma X — s, unde s este rădăcină a polinomului. 

Alt exemplu: ecuaţia (x — 1)(х +- 15) = 0 (хе В). 

Înlocuind necunoscuta х prin numărul s, presupunind că acesta este 
soluţie, obținem (s — 1)(s + 15) = 0. Dacă s # 1, împărțim ambii membri 
cu s — 1 şi obținem s -+ 15 = Ô, adică s == —15. Ecuația are două soluții, 
1 şi —15 (verificaţi că sint soluţii!) 

Polinomul Р(Х) = (X — 1)(Х + 15) este deja descompus în factori. 
Observati legătura intre factori si rădăcinile sale! 

Pentru a rezolva ecuaţia 2x? + Зх = 0, x c R, se obișnuiește să se 
procedeze astfel: 

— se descompune în factori: x(2x + 3) = 0; 
— fiecare factor ne dă o soluţie; din x = 0 obţinem soluţia 0; din 2x + 3 = 0, 


obținem soluția — 


t| оо 


EXERCIŢII 


1) Rezolvaţi ecuaţiile (presupunem x e В): 
а) х2 = 4х; b) x° = —9х; o) ах? = x; d) —2x! = —7z. 

2) Rezolvaţi ecuaţiile: 

а) x'—- 3x = 0; b) х?--2х= 0; c) 23*—6x = 0; d) 2x*-- 6x == 0; e) 7х%— x = 01 
f) —5x° + 7yx = 0; g) —0,03* — 3,6x = 

3) Rezolvaţi ecuaţiile: 

а) хіх--8) = 0; b) (х--1)(х— 
е) (3x — S)(2x — 13) = 


2) = 0; с) (x--2)(x—3) = 0; (0) (2x—5)(üx—2) = 0% 


Am rezolvat ecuaţii de gradul al II-lea de forma ах? - bx = 0 (deci în 
care lipseşte termenul liber). Vom rezolva acum ecuaţii în care b = 0, deci 
de forma ax? + с = 
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De exemplu, să rezolvăm ecuația 
х 7 52515284 а 
Ca de obicei, presupundm că numărul s este soluție a ecuaţiei; să inlo- 
cuim necunoscuta х cu numărul s; obtinem propoziția adevărată s? — 81 = 0, 
pe care о putem serie astfel (s + 9)(s — D); 

е ын două cazuri: 

1) s= —9; 

2) 59 —9; in adest сағ s + 0 x 0; impărțind ambii membri cu s + 9, 
obținem s — 9 = 0 deci s = 9. 

Alit —9 cît si 9 sint soluţii ale ecuației, 

Sä observăm că polinomul /X V) A? — 81 se descompune in factori 
astfel: Р(Х) (X E 9)CX — 9): factoru] X +9 ne dá soluția —9, iar facto- 
rul X — 9 ne dă soluţia 9. 

Alt exemplu: să aflăm soluţiile ecuaţiei 5х —3=0. 

Polinomul Р(Х) = 5X? — 3 se descompune in factori astfel: 


m 5 5 
Deci ecuația are soluţiile - Е Бі |3. 


Să rezolvăm acum ecualia; 
бх? 4-11 = 0, x c R. 
) r “се ^ rot ave 2 4-6 4 E 
Pentru orice număr real 8, avem 5% > 0; deci 6s2 > 0, de unde rezultă 


mit 02 4 > 
că 65° -+ 11 > 0. Aşadar, dacă inlocuim А X prin numărul s, 


propoziția 6s? E Г = 0 este falsă, oricare ar fi s, E cuatia dată nu are nici о 
soluție reală. 


EXERCITH 
1) Hezolva(i ecuaţiile: : 


a) 510840) х 24:20) 0) -1 F 9 =.0; d) 2x* — 8 = 0: e) x* 4-1 = б; 
f)4x! — 0,05 2 0; g) —x' — 8 — 0; h) —x*4- 2 — 0. 


E 


Rezolvaţi ecuațiile; 


a) 2x° — 3 = 0; b) V 2x* — MW 0; (с) 4x! — 0,5 = 0; d) 144x? = 4; 
e) 49x* = (V 5+ 1); t) 2x? — (4 + 3)? = 

Exemplele de mai sus ne arată cá Std de gradul al II-lea 
ах? + bx -- c = 0, în cazurile b = 0 sau c — 0, se rezolvá simplu, prin 


descompunere in factori. Rezolvarea ecuatiei prin descompunerea trinomului 
in factori este-posibilă si în alte cazuri, 


De exemplu, să rezolvăm ecuația 


áx? + 4x 4- 1 = 0 (x c В). 
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| 
| 


` 


Descompunem în factori polinomul P(X) 4X? + 4X + 1, astfel: 


ү X) = (2Х + 1? = (2X + 1)(2Х + 1). Amindoi lactorii пе dau aceeași 


rădăcină а polinomului, anume — — . Ecuația аге deci o singură soluție; dar, 
адас 5 
se obisnuieste să se spună că polinomul are rădăcina dublă. | | 
Ай exemplu Fie ecuaţia x? -+ 2x — 3 = 0. Vom descompune in factori 
| ! 1 а И: meot о => 
trinomul X? + 2X — 3, scoțind în evidenţă un pătrat perfect: X* 4 2! 
i Е > Ы 2 P 2 9 4 GI == 
— 3 = ХХ i £ (XA — 2 = (Х зей 4 DĂ +1 — 2) 


„= (X + 3)(X — 1). Aşadar ecuaţia are două soluţii: —3 și 1. 


x MUS TIE охире : 
Scotind în evidenţă un pătrat perfect, ecuația х 2x 4+- 40 == 0 poate 
fi înlocuită cu ecuația echivalentă: 
(x — 1)2 + 39 = 0. 
Observăm că ecuaţia nu are пісі o soluție reală. 
Ecuația x? — (|/2 + ]/ 3) x + |/ 6 = 0 se rezolvă observind că tri- 
cuana х — (|022 SE CU ENT 
пот din membrul sting poate fi descompus in factori astfel: 


Хэ ((3-2ү03) хїь /6-2Х3-ХИ2-3Х(/3- Vs 25 
-xQ-V3 -Vitx- үз} -ox-V9»( Va. 
Soluţiile sint deci |/2 si |/3. 


EXERCITU 


1) (241 Explicaţi de се următoarele ecuaţii nu au soluţii: қ T. 

a) xi 1—|/ 2; b) x*--6x4-9 = —1; с) uf 0; d) (х= т) 4— V 17. 

jolvali ecuațiile si m si jarametri reali): 

7 pp A ie P 5 ki px 2 = 100; d) 9x* = 1: е) iB - d rn 
f)144x3— —1; g) = ат; h) 0,0004x*— 625; i) х7- (a 4 V dis 0; |) 49x* = (И 5+1)“; 
k) 13x2 + (а — 9) = 0; |) 5x^--ü*--b* — 205: m) 2x* == arms. 

3) Aflaţi toate numerele reale care sint egale cu pálralele lor. 


| ^) | Ionică a seris: 


79 m sare Dya na 9 us 
y i Ия 2x = 0 se rezolvă astfel: trecem termenul 2x|/ 
,Deualia Ах” W2—2xV 6-0 se rezolvă asti 


imbi is : ах V 2 = ох 0; impărțim ambii membri ai 
membrul drept, schimbindu-i semnul: ах? 2 = эх / 6; impárl Е 


ү 27 În ce 
i i 2х 3; deci 5 ia ecuației 6816 . ) 
ecuaţiei prin 2x|/ 2 si obţinem 2x = V 3; deci soluţia ecuaţiei 7 


constă greșeala. lui Ionică? 
5) Rezolvaţi ecuaţiile (m este un parametru real): , Ё ATA 
a) (x4-8)(x—5) = 0; b) (3x—5)(x4-5,19) = 0; с) 4x(5x—13) = 0; d) —12x*z 0. 


6) х2 34x -— 0; 1) 2x? - 19x; g) х= 59x; b) — вже 2x05 3) Xe 1) 
+13(х— 1)z 0; |) х тх = 0; Ку (х 1)! = х 1; TL т) = —x. 


| ú) | Rezolvali ecuațiile: 


a) (x+ 1)?— 25 = 0; b) x*4- ¿x+ = 1; c) X Ax 4 = —1; d) X AX & = 0. 
a) (э Е 
e) x*'-F10x - 16 — 0; 1) x'— lar 2c SĂ ; Si Dk 
h) x° — (1 + m)x + w = 0; i) V 3x (1 V 3)x + 1 = 0; j) (x 7) = 2; 
k) x*4- (m--'n)x+ mn =. 0; 1) mas’ + (m + n)x+ 1 = 0 (m Z 0, п= 0). š 
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formula (X + 
un pătrat perfect, care să conţină primii doi 


8 ; 
ди == — obţinem u = 


g) х+(ИЗ+5)х+ Vio — 0; ` 


-adică cu (z — 5)? -+ 2 = 


DIE ла Та ENIM алады алыс aae y | 


7) Aproximaff, сп eroare de cel mult 001 rădăcinile ecuaţiilor: a) х? =? 
b). = т; 0) x! — 3⁄4 =.0; d) 4x? = 7: e) 3x — 5 — 0, 


| 8*) | a) Demonstrati că dacă a, b sint două numere reale astfel încît ab =0, 


atunci cel puţin unul dintre ele este 0. 


b) Demonstraţi că dacă a, b, с sint trei numere reale asttel înc 
cel puţin unul dintre ele este 0. 
c) Rezolvaţi ecuațiile: 


x(x-- 1)(х-+Е 2) == 0; (x — 1)x* = (x — 1)(6x — 8); s: + (1 +V 5) xt |/ 5x = 0. 
9) O coală de hirtie pentru desen are aria de 1 in^ 
cu |/ 3. Allali dimensiunile, cu aproximație de 1 mm. 


it abc = 0, atunci 


ar raportul dimensiunilor egal 


3. REZOLVA REA ECUAȚIEI DE GRADUL AL II-LEA. 
FORMULA DE REZOLVARE 


Vom stabili o metodă generală, 


care ne arată dacă o ecuaţie de 
al II-lea are sau nu soluţii, iar dacă 


gradul 
are soluții cum le obţinem. 


Să luăm de exemplu ecuaţia: 
15x2+ 8x + 1 —0, x c R. 


Impártind ambii membri prin 15 (astfel incit coeficientul lui x? să 
devină 1), obţinem ecuaţia echivalentă: 


g 4 
Să considerăm trinomul Р( д у= Хет Б X + = Să пе reamintim 
19 19 


H u)? = X? + 2uX +u? Vom încerca să scoatem în evidenţă 
termeni ai trinomului. Din 
3 қ 


-. Să descompunem іп factori: 


15 15 
Tox core sud ME. КОТТО 
Р(Х) = ХХ 2.2 ха (ү (40 1 
ТШТ ЕС (ze) (5) ЖЕ 
[ d 1 (x 5 пано die Pisis 40:44 FA 
= X г лған ДЕ ST X oye жый 55:41 222 X RE X Е! --. = 
\ LEE 225 ti (2) | Tam ' 15 E 


4 А З. Dis 1 
Deci ecuaţia are soluţiile — та — e 
+ D 2) 
Ecuația 15x* — 150x + 405 = 0 este echivalentă cu: 
x? — 10x + 27 = 0, 


3 


0, deci ecuaţia nu are soluţii reale. 


— 


Sá procedám la fel si in cazul general. Ecuatia 


ах? + bx -- e = 0 


: 5 ТЫС b c : 
este echivalentă cu ecuația xš — X -p — = 0, 
a а 
20 Е с AE Жун L Ere x 5 h 
Să considerăm  trinomul Р(Х) = X?-L-.—X--—. Din 2и = = 
x d а а 
b : ; d. 
obținem ¿=s Vom completa un pătrat perfect: 
2а 


ME ABE, ome by, c г by 
р(Х)--19--2--04Х-1:41-1(:-|9 р 4 
P m do (ы) (2) а | | 7) 


Putem descompune trinoriul P(X) în factori de gradul I, numai dacă 
b? — Лас 


numărul este > 0. Semnul acestui număr este acelaşi cu semnul 


да? 
numărătorului 02 — лас. De асова, numărul 0° — 406 este numit diserimi= 
nantul* ecuaţiei (sau al trinomului); el se notează de obicei cu litera 
grecească A (se citește „delta“), 
Distingem trei cazuri: 


І. A > 0. În acest caz voni putea decompune în factori: 


нө-( (03-а rr VE КЕ) 


š ; b с М х 
Deci ecuaţia z?-|- — х + — = 0 are două ‘soluții: 
a a 


Se obignuiegte să se noteze soluţiile ecuației prin 24 $1 7, Aşadar, 
—b—Vă, —b + Vă 


ta = —— unde A = 02 — 400. 


gii 977 5 2а 


П. А--0. În acest caz trinomul este deja descompus іп factori: 


P(X) = (х 5 E 


Trinomul are o rădăcină dublă, iar ecuaţia are o singură soluție, anume — 


$ 


a 


A ` xs : : 
ПІ. A «0. În acest caz a > 0, deci P(s) 0 pentru orice număr real s; 
ла? 


ecuaţia nu are nici o soluţie reală. 


* discrimina — a separa. Discriminantul separă cazurile. 


наа тана — 


Putem sistematiza rezolvarea ecuației де gradul al П еа іп următorea 


schemă: 


Cazul E A > 0 Ecuafia are două soluţii 
distincte 


| Soluțiile se calculează eu formula 


ті Yom. | T UTE. 
Cazul fT: A = 0 Ecuafia are o singură solujie ns Әа 
Тү = 4 /13 ЕЕЕ 
1 | -e mh dE BI бас 
| Cazul 1: А < 0 Ecuația nu are nici о solufie 88404195525 Ja 
reală » 


(oral) Explieati de ce: 


а) dacă ecuaţia ах? + bx -+ c = 0 nu are nici о soluţie, atunci 


A = b2— 4ас < 0; 


b) dacă ecuaţia are două soluții distincte, atunci A > 0. 


poate fi aplicată 51 ecuaţiilor in care b = 0 sau 
să lucrăm prin desc 
2) Dacă 5-2 


b’, 


să observăm că formula 


, 


2. 1) Formula de rezolvare a ecuaţiei de gradul al II-lea este generală, deci 


c = 0; dar, în unele cazuri, este avantajos 


mpunere în factori, această metodi fiind uneori mai rapidă. 


de rezolvare a ecuației devine 


ао 
23 


34 în plus af, atunci formula de rezolvare este: Tia = bd yon 6. 


Rezolv 

| prc 

coritmul de calcul al soluțiilor este urmátorul:: 

Pasul 1. Citeşte coeficientii а, b şi c; 

Pasul 2. Calculea A = b — 4a; 

Pasul 5. Dacă A <10, serie „Ecuația nu are пісі o soluție“, STOP. 
Dacă A > 0, continuă cu pasul 4; 


rea ecuaţiei cu lormula generală este o metodă algoritmicá; ea 


poate 


amata pentru calculatoarele electronice, 


3 


2 : —b - 
Pasul 4. Calculează т) = —— 


Serie z,. DacăA = 0, serie „O sin- 


gură soluţie“, STOP. Dacă A — 0, continuă cu pasul 5; 


е? с „бз УД 
Pasul à. Calculează z, = та 28, 


Serie 2%. STOP. 


EXEMPLE 
1) Să rezolvăm ecuația: 
x* — 107х + 1802 = 0. 


Să |recunoaştem coeficienții: а = 1: b = —107; e = 1302. Deci 
A = (= 107)2 — А. d - 1302 => 14449 — 5208 = 6241; 
^ 


7 = Ma 


Observăm că A к> 0, deci ecuaţia are două soluţii. Aplicînd formula de 
rezolvare, obţinem: 


_ —(—107) + |6241 — 107 + 79 
Сә = 9.1 2 P 
= + 79 
Deoi-u, Ж dim АЙ че ҚЫНДА А s as: 
2 2 
2) Să rezolvăm ecuaţia: 
0,01x? + 4,2x + 441 = 0. 
Observăm cá A = 4,2? — 4.0,01. 441 = 47,64 — 17,04 = 0; deci 


2 
ecuaţia are o singură soluție, anume — ч 23 = —210. 
2+ 0,01 
3) Fie ecuaţia x? + |/79x + 20 = 0. Sá calculăm diseriminantul: 
A = (|/79)#— 4- 1-20 = 79 — 80 = —1. Deoarece A <0, ecuaţia nu 
are soluţii reale. » 


EXERCIŢII REZOLVATE 


:1) a) Demonstrati cá pentru orice m real, ecuaţia 
mx? + (m? + 1)х + m = 0, xc B, 
are soluţii. 

b) Caleulati soluţiile, .presupunind m > 1. Му 

c) Aflaţi valorile parametrului m pentru ecuaţia аге o singură soluţie, 

Rezolvare. 

a) Caleulám diseriminantul ecuaţiei: 

A = (m? + 1* — 4- m Um = mê + 2m? + 1 — 4m? = (m* — 192, 
Constatăm că A > 0, deci ecuaţia are soluţii pentru orice valoare a 
parametrului m. 

b) Sá calculăm soluţiile: 


(m + 1) + Vme — 1)2 пан ШЕТ | 


2 = r 7 
ын am 2m 


Pentru m > 1, avem | m? — 1 | = m? — 1. Soluţiile sint: 


m — 1 —m?--1 


—т? — 1 -- т — 1 1 
t = —— n = —m; r= === 


2m ; 2m am 


e) Eeuatia are o singură soluție numai dacă discriminantul ei este 0. . 


Din (m? — 1)? = 0 obţinem m? = 1, adică т = 1 sau m = —1. 
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| 
| 
| 
| 


2) Se dà ecuatia: 


mx? — 2(m — 1)х + m = 0, x € Б, 
unde m este un parametru real diferit de 0. Pentru ce valori 
m, ecuația: 

a) nu are soluții reale; 

b) are o singură soluţie; 

©) are două soluţii? 

Rezolvare. Calculám discriminantul: 


ale paramel rului 


A = 4(т — 1)? — 4m2 = 4(m2 — 2m + 1 — m2) = А(—2т + 1). 
Diseriminantul este < 0 dacă și numai dacă — 2m + 1 <0, adică m > 1. 


Constatám cá: 


$ 1 2 
dacà mE (—o0; il ecuația are două soluţii distincte; acestea pot fi 
calculate cu formulele obișnuite; 


3 1 
— dacă m = X ecuația are o singură soluţie, anume —1; 


2 1 
— dacá те n : te], ecuatia nu are solutii reale. 


3) Aproximati, cu eroare de cel mult 0,01, soluţiile ecuaţiei: 
x? — 10x —5 —0,x c R. 
Rezolvare. Calculăm discriminantul: A = 10? — 4-1. (—5) = 120. Deci 
2 ӨШУІ 104 31730 = 
213 Е = =5 + 1/30. 


Avem |/30 = 5,47 (cu eroare de cel mult o sutime). Deci тулш —0,47 
și m, 221047. 


\ 


EXERCIŢII 
1) Completaţi tabelul: 
Ecuația a | b c | A | Numărul soluțiilor 
x?--ox — 6= 0 


3Sx°+ 7x+ á = 0 


x! — 44x+ 40 = 0 


х? + x+ 180 = 0 


4x*--4x--1- 0 


Зх? 13x — 14 = 0 


ЦЭР N шн ч» НИЕ Тае ЙЕЛ cs А СЭ» 


е ————-— 
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2) Aflaţi rădăcinile polinoamelor: 
1) X* — A&X 24; b) ХА 2; с) 453? — 81; d) 2424-38844. 
3) Rezolvali ecuaţiile: 
I а 5х3-- 9y— 2= 0; h) 3x?-- 44x — 20 = 0; c) 1,532 — 5,33 — 28 = 0; 
d) 0,11x? + 0,21х-- 0,3 = 0; e) x3 — 44x — 81 = 0. : 
койы sc, 2 ` 


| 4) | Rezolvaţi ecuaţiile: 


а) 10x*--20x — 30 = 0; b) жїз. ox — 9 = 0 c) 0,13? + 0,25 — 0,3 = 0; 
d) 0,01х2--0,02х — 0,03 = 0. Ce observati? 

5) Stabilii dacă ecuaţiile următoare au sau nu soluţii si, tn caz afirmativ 
rezolvaţi-le; 

а) 232 — x — 1-0; b) х?-4-6х-Ь5=<—0; с) —х%?--90х--89 — 0: d) x*--5x-4-7 хээ: 
e) 335 — 4x -1— 0; f) 3 - x +4= 0; g) x! — x + 4 =. 0; h) gi — Ж — 4 = 0. 


6) Domonstrali că pentru orice valoare reală а parametrului m, ` ecuația 
2x°+ mx — 13 = 0 are soluții. Există valori -ale lui m pentru care ecuaţia: are o 
singură soluție? 


7) | Pentru ce valori ale lui m ecuaţia 4x? + тх-Ь 529 = 0 are o singură selufie? 
Pentru aceste valori, rezolvaţi ecuaţia. 
8) Calculati cu aproximație de o sutime solu igüle ecuaţiei: 


а) х? — 40х-- 5=0; b)x*—2x—2.0; c) x! — 2x — 17 = 0. 


| 9) | Aproximaţi, cu eroare de cel ший, 0,001, solutiüle ecuajiilorz 


а) х2 — 14x 1 = 0; x2+ 4p Sx 4 = 


10) Atlaţi valoarea lui m ştiind că 1 veritică ecua ajia.mX* — 129-25 =, Aflaţi 
apoi cealaltă soluţie. 


| 


11) | Orice ecuație de forma ах? + bx- c = 0 01:50 peate-ti adusă la forma 


X'-- px-- = 0, prin împărțirea cu e. Scrieţi algoritmul de а pentru ecuaţia 
X рх д = Q 


4, ECUAŢII ECHIVALENTE 
CU ECUAŢII DE GRADUL AL II-LEA 


Exemplul 1. Fie ecuaţia 
XX 1) = men. 
Să presupunem că numărul real s este soluţie a acestei ecuátii; deci e este 
adevărat că s(s — 1) = 12. Putem serie 52-- s = 12, sau s*— s — 12 = 0. 
Aşadar s este soluție а ecuaţiei de gradul al II-lea: 


g — x — 12 = 0, xc В. 
Și reciproc, orice soluţie a acestei ecuaţii de gradul a] II-lea este soluţie 
și a ecuaţiei x(x — 1) = 12, x c В. Cele două ecuaţii sînt echivalente. 
Observati cum am obținut, ecuaţia de gradul ul II-lea 


X° — X — 12-0 
din ecuația inițială x(x — 1) = 12, 
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Exemplul 2. Ecuația 
(x 4 1) —3(x4 1) xc R 
h of : х Бал i ТЕРА ^ 
ве podáte rezolva іп felul următor: observăm că —1 este soluţie; dacă s este 
o altă soluție a ecuaţiei, din (8--1)% == 3(5--1) si sz —1 rezultă s + 1 = 3, 
adică s == 2. Într-adevăr, si numărul 2 este soluție a ecuaţiei (verificati!). Deci 


ecuaţia аге două soluții: —1 


acestei ecuaţii sa în ER nod, ohservind că 


Am fi putut obtine solutiile 


ea este, echivalentă cu ecuația xš Хе В, sau cu ecuația 


de gradul al II-lea 


şi rezolvind această ultimă ecuaţie, 


Exemplul 8. Ecuația 


: —9 4- (x + 1) = 3(x — 2)2, хе R 
este echivalentă cu 
lo ps | 


4010 


Ї 2x - 1 = 3x? — 12x + 12, x c В, 


fi. 
25% Eiemplul d. Fie ecuația 
| Ox „| | 
х 2 КА ” — T 
š . — = —— F, x € h. 
9 ) 


o înlocuim cu; 


entă cu ecuaţia de gradul al.II-lea: 


cu formulele ob 


ð. Fie “ecuația ' 


2x — 1 


nlocuim necunoseuta X prin —7, in membrul sting numitorul 


este О: la їе d, dacă inlocuim necunoscula X prin 1, in membrul drept numi- 


á cauzá va trebui sá presupunem că —7 5i 1 nu sint printre 
valorile pe care le poate lua necunoscuta. Evident, —7 $1 1 nu pot fi soluţii 


ale ecuației, Р 4 
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Cum rezolvăm această ecuaţie? Presupunem că numărul s este soluție 
a ei; atunci este adevărat că: 
2g агана : 
8-1 8—1 


Întrucît s+ 7 Z O 58-10, inmultim ambii membri cu numărul 


(s + 7)(s — 1), care este diferit de 0. Obţinem (după simpliticări): 


(s — 1) (2s — 1) = (s + 7) (gs + 4), 
2s2 — s — 2s + 1 = 3s? + As + 21s + 28, 
=s? — 28s — 27 = 0. 
Așadar s este soluție a ecuaţiei de gradul al II-lea: 
— x? — 28x — 27 — 0; 
rezolvind-o, obținem s == —27 sau $ = —1. 
2x —1 39х--4 
x + 7 x 
— aducem la acelaşi numitor si eliminám numitorii: 
(x — 1)(2х — 1) = (x + 7)(3x + 4); 
— trecem la ecuaţia de gradul al 11-|еа: 
— х? — 28x — 27 = 0. 


Practic, pentru a rezolva ecuaţia procedăm astfel: 


pe care о rezolvăm; 

— dintre soluţiile acestei ecuatii de gradul al II-lea, eliminăm - pe 
acelea care anulează vreunul dintre numitorii ecuaţiei iniţiale; celelalte sint 
soluțiile ecuaţiei inițiale. 


I T is deseri X E 
Exemplul 6. Fie ecuaţia —— = — . Pentru a o rezolva procedám 
= 1 3 
ca în exemplul 5: 


— eliminàm numitorii: 
š 3(x? — 1) = (x — 1)х; 
— trecem la ecuaţia de gradul al H-ea: 


Bah se dig ax, 
Di ae X 3 = 0: 


i 


| c» 


— rezolvăm ecuaţia de gradul al II-lea; ea are soluţiile 1 și — —53 


i . 
— intrucit 4 anulează  numitorul. membrului sling іп сепайа 
34. 


з? — 1 X 23 š J epe ает 
———— > această ecuaţie are numai о soluție, anume — — (verilicati!). 
Рс | 9 2 
А 27 аха : j M. р 
Exemplul 7. Ecuația ————— = 2 se înlocuieşte cu: 
x° --2 


332 4 1 E 2), 
adică cu ecuaţia de gradul al 11 Јеа 


35-9 ғ 0; 


Ea are soluţiile — ]/3 si |/3 (verilicati!). 
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Ететріші 8. Pentru a rezolva ecuaţia 
x ЖО” 225 
х—2 х-2 х%-4 


aducem mai intii ambii membri ai ecuaţiei la același numitor, eliminind apoi 
numitorii: | 


(x + 2)х + (x — 2)5 = 8, 
adicá х? -|- 2x +.5x — 10 = 8, 
sau x? + 7x — 18 = 0. 
Rezolvám această ecuaţie de gradul al II-lea; ea are soluţiile 2 si —9. 
Să observăm cá numărul 2 nu poate fi soluţie a ecuaţiei initiale, deoarece 
înlocuirea necunoscutei X cu 2 provoacă anularea unor numitori. Ecuația 
x Ot. e 4158 
к-2 х--2  x2— Á 
are o singură soluție, anume --9 (verificati!). 
Exemplul 9. Ecuația 
(x 4-1 = (x — 1) 
este echivalentă cu ecuaţia ` 
x? + 3x? + 3x 4 1 = x? — 3x? + 8x — 1, 
adică cu ecuaţia de gradul al II-lea: 
\ 6x24 2 = 0, 
Aceasta nu are nici o soluție reală, 


EXERCIŢIU 
1) Rezolvaţi ecuațiile: 
a) Xxixpx— —1; b) x! - 132 = x; с) х1 = 5x = 8. 
2) Rezolvaţi ecuaţiile: 
a) (x+3) = 25(x + 3); b) 2(x—2)* = 8(х—2); с) (2x—3)2 = 4; d) 4(x—3)! = 2 


3) Rezolvaţi ecuaţiile: 


л 


а) хал = six 2); n) E= L s-a; 2-8 = 5(x — 9). 


4) Rezolvaţi ecuaţiile: 


а) (x+ 1) + (x — 2)* = 0; b) (x+ 1)°+ (x — 2? = 8; c) (x+ 1? = 1 — 2(x4- 3); 
d) x(x — 1) = (x+ 1)(2 — x). 


5) Rezolvaţi ecuaţiile: 


x*-- 9 Iei rh Ші 1 ) 2 3 а) 2х £ < 
aE ЖКО утат = j d mm dc sa saa 
х? 4 2 х2 1 2 x*4- 1 x х2--1 2 

6) Rezolvaţi ecuaţiile: 
3x-d x1: 

а) jHEi.Exi1,, 851,453, 441... X... 
х--2 x— 2 Жа T — ‹ 3x +1 x— 3 
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| Rezolvaţi ecuaţiile: 


х? 1 х 192 чү 97 ЖУ; 9-29 
а)----- хе p) З. nai, м ы cy E EX deb tus Й 
2 6 3. $ 5 
| 5) | Rezolvaţi ecuaţiile: 
xi х-1 4 : ? 
а) E435) -5 - f uus =; ° c oce 
x+ 2 x— 2 9x* — 1 1 — 3x 3x4-1 x+ 3 8-1 
d 90-01 .- 3(2x 1) 
= ——- 1; d) -> — -- = 0, 
x— 3 2x — 1 2x -- d аҳ? — 1 


|o | Justiticaţi de ce ecuaţiile următoare nu au войш іг 


а) Э(х- 9)? += 2 — V5; b) Le d = =f; o) TM 27 


RELAȚII ÎNTRE RĂDĂCINILE ȘI COEFICIENŢII 
TRINOMULUI DE GRADUL AL Il- LEA 


Să considerăm trinomul de gradu] al II-lea 
P(X)-aX?--bX-Fc; ой as 0. 


Dacă discriminantul său A = b? — 4ас este Б 0, trinómul are două 


rădăcini; acestea se caleuleazá.in funcţie de coeficienţii а, b şi c cu formulele: 


—5— ИА —b-- WA 
айы. сі @ шт —— E 
2а 2а 
58 presupunem acum că ne sint cunoscute cele două rădăcini zi di i, 
ale unui trinom de gradu] al If-lea. Putem oare afla coeticientii săi? 
Să calculăm suma sj apoi produsul rădăcinilor: 


ыг -b WA ,-44 WA — 2% b 
à ză 24 \ 24 а E о? 
түш, == А тізе к E се обе" в 
192 2а 5 2a. TET 2-00. 


Putem scrie astfel: 


(= en 
Să considerăm că mai multe trinoame de gradul al II-lea au rădăcinile 

v, Și лә. Dar, dacă ne alegem valoarea lui а (de exemplu, dacă luăra а = 22 

atunci coeficienții b şi e sint unic determinati de rădăcină, - Е 
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Formulele 


ü & 


poartă numele de relaţiile între rădăcinile și coeficienţii trinomului de gradul 
al Il-lea' (sau relaţiile lui Viète*). : 
Observaţie, Dacă se cunosc suma s si produsul p ale rădăcinilor unei ecuaţii de 


gradul al II-lea, atunci ea este echivalentă cu ecuaţia: 


x!— sx+ p = 0. 


EXERCIŢII REZOLVATE 
1) Caleulati suma și produsul soluţiilor ecuaţiei: 
axe Ө, 
Rezolvare. Ecuația are două soluţii, intrucit diseriminantul ei este >0. 
Fără a calcula soluţiile, putem serie: 


--7 7 -- 118 113 
SNL nt în cea ы ЫРЫ EC S 3 E EMT 
3 3 


2) Fie ecuaţia: 


a) Demonstrati că pentru orice valoare a parametrului m ecuaţia are 
două soluţii, 
b) Caleulati (în funcție de m): | 
— suma rădăcinilor trinomului 2X? — mX — 3; 
— produsul rădăcinilor; 
— suma inverselor rădăcinilor; 
— suma pătratelor rădăcinilor; 
- suma cuburilor rădăcinilor. 


Rezolvare. a) Să тес unoastem са а 2 bS m, (0151-1285 0801 
A = m2—- 2450 pentru orice m real; deci ecuaţia are ЖБП soluţii, 
b) Aplicind formulele lui Viéte, obţinem 


m 3 
pie d cor. Tit = — = 


Apoia 


DONC 2) т 
c ue — J) š [== — |, — => 
2 25 552 


- ` ж francois Viéte (1540-1608) matematician francez, unul dintre creatorii 
algebrei, s-a ocupat în special cu rezolvarea ecuaţiilor, 


105 


NC aa. 


78) Fie ecuaţiile de gradul al II-lea: 
aX? + bà + c, = 0, 
UX? + bX - с, = 0. 
Demonstrati că ecuaţiile au aceleasi soluţii dacă și numai dacă: 


Rezolvare, Presupunem că ecuaţiile au aceleași soluții; fie acestea шу 
şi za. Relaţiile lui Viète pentru prima ecuaţie sint 


b ( 
P RUEDA UD ЖЕ conte 
21-Һ2аз-----, 412% = —, 
а в, 
iar pentru a doua ecuaţie sint: 
b; е, 
ü dp, бр 3. 
d а, 
24!) pi С б, ç Р a 
Rezultă — = — gi — = ° , de unde, folosind proprietățile proporțiilor 
a, (la d lz 
к) b с 
deducem că: 4 = = =. ! 


а» ba б 
Reciproc, presupunind că cele două ecuaţii au coeficienții proporţionali, 


x Š d à a b „e Е 
să notăm cu 7 valoarea comună а rapoartelor — , — și -t. Atunci 


P 


: 202700 [23 


а = ау, b, = Буг 51 c, = er. Evident r 9 0. Astfel- ecuaţiile sint echivü- ! 


lente, deoarece prima se obţine din a doua prin inmultirea ambilor membri 
cu numărul r. 

4) Un dreptunghi are aria de 60 cm? iar perimetrul de 38 ст. Aflaţi 
dimensiunile sale. 

Rezolvare. Semiperimetrul dreptuhghiului este de 19 cm; deci dimen- 
siunile L si / ale dreptunghiului au suma 19 si produsul 60. Formám ecuația 
de gradul al ll-lea ale cărei soluţii sint L si 1: 

x? — 19x t 60 = 0; 


Rezolvind ecuaţia, găsim т, = 4 și z, = 15; deci dimensiunile drept- 
unghiului sint: L = 15 (em), l = 4 (cm). 


EXERCITII 


1) Calculati suma, produsul si suma pătratelor rădăcinilor polinoamelor: 

a) 23? = 4X--1; b) 3Х7-48Х--5, c) —X2— 6X— 1; d) 2X? — 86X+ 5; 
e) 202 — 16X 4-19; f) —9X?--46X = 27. 

2) Formati ecuații de gradul al II-lea ale căror soluţii sint: 


8)181 2; b) ері 5; c) —1 si —3; d) =% gi 5; e) 


g) 35 si 5,5; h) 7— Va Я 7+0 3; i) —8— V S şi —841/3; j) ?-V/3 si 
2 — ⁄ 3; k) 1—V 3 si. 2V/ 3 


5 


. 8) Rezolvaţi ecuaţiile de mai jos, cunoscind cîtă Ө soltiție (86888-18 dreptul 
fiecăreia). Aflaţi. şi coeficientul necunoscut: 


а) х? ~ mx4- 36 = 0, і ti = 123 
b) 2x24+mx— 5 = 0, йд = 9% 
о) 5x? — 8x+ m = 0. та = 0,6. 


4) Aflaţi două numere, cunoscind că au suma 337 iar produsul 8086. 
5) Aflaţi două numere pozitive, știind că media aritmetică a lor este 133,5, iar media 
geometrică a lor este 120, 


6) Aflaţi dimensiunile unui dreptunghi, cunoseind că are: 
a) perimetrul de 84 m, ама de 185 ms; 
b) perimetrul de 108 m, aria de 729 m?; 
€) perimetrul de 108 m, aria de 542 m*. 
7) Pentru ce valori ale lui m şi n, ecuaţiile 
х тх 1 = 0, 


9x? — nx--m = 0 
sint echivalente? 
8) Fie ecuația x? — ох — V 4. Calculaţi «t ad și ZA + 2 , lárà а 


rezolva ecuația. 
| 9% | Pot ti echivalente ecuațiile: 
тх? + (m — %)х-- 4m = О, 
(2-+ т)х? + 5(5-- 9m)x+ 8 = 0? 


Dacă da, rezolvati-le in acest caz. 


6. DESCOMPUNEREA ÎN FACTORI 
A TRINOMULUI DE GRADUL AL II:LEA 


Să ne reamintim citeva exemple de descompuneri în factori ale unor 
trinoame de gradul 'al II-lea: 

X? + 2X = X(X 4-25 

X*—6-—(x--yW(x-—]1 8; 

А3-4Х--4--(Х-72)%; 

хэ ынша шш (SS лүгү ыз. 

АЗ-5Х-0-3-2Х-3Х46-ХХ-2)-34Х--2)- 
= (X — 2)( X — 3). 


Metodele cunoscute se aplică mai greu în cazul în care eoelicientii sint 
numere „mari“, ca de exemplu іп cazul trinomului: 
41 Х2-- 205X — 8364. 
Formulele lui Viéte ne permit să găsim o metodă generală de descom- 
punere in faetori a trinomului de gradul al II-lea. Fie trinomul: 
P(X)-—aX?--óX--Fec; а ж 0, 
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Distingem tre! cazuri 
1) Discriminantul A = b? — дас este < 0. În acest caz orice incercare 


de descompunere a trinomului în factori de 


rezultat. Trinomul este ireductibi 
2) A = 0. În acest caz 


deci se poate scrie ca pătrat al unui binom de gradul I. 
3) A > 0. În acest caz, dacă ту si т; sint rădăcinile trinomului, atunci 
folosind relaţiile lui Viète obţinem: 


TA -E түл) ша 


Y 
2-5 
24 
I 
| 
A 
ы 
AX 
S 
А 
ч 
Ф 
! 
w 
j 
| 
ы 
| 
| 
! 
нэ? 


= a( X — m)( X — o. 
Așadar trinomul se descompune ca produs de doi factori de gradul I, 
De exemplu, să descompunem în factori trinomul 
41X? + 205X — 8364, 
Discriminantul său este А = 2052 — 4: 41. (—8364) = 1413 721, Deci 
trinomul se descompune ca produs de doi factori de gradul I. 


—205 + /ТИЗТИ _ —205 + 1189 
ya = 82 EC 


Rezultá s 
41X? + 205X — 8264 = A1(X + 17)(Х — 12) = (41X + 697)(Х — 12). 


EXERCIŢII 


1) Descompuneti în factori de gradul I: 

a) Х*— 13. + 30; h) X?-- 36X 4- 393; с) 2X2? < 5X — 49: 4) .—X?-4- 5X — 4: 
e) X* -2/2X —5; 1) X*- 4X 5; g) 10X? — 43X + 42; h) X*— 2X = 4; 
1 2002 2 буа; 


1 


2) Simplilicali fracțiile: . Ç 
X?-- 10X — 39 
` a) — ; b) 


29X* — HX 44 


сл 


3*-| Demonstrali că pentru orice valoare--nenulá.a párametrului m 


TX 


и tririoraul 
Р(Х) = X? + 9Х + т? + 1 este ireductibil, : 


| RE SE REZOLVĂ CU AIUTORUL 
ECUATII DE GRADUL AL ILLEN 


Ezempiui 1. Să rezolvăm ecualia: 


UM A: 21 5 eg- БАЛ, 209 O 
ecuației; jnmultind ambii membri ai egalității —— =— си s—5 
ЖЫР : ERN 


(care este diferit de 0), obtinem s? — 6s = —5, sau s? — 6s + 5 = 0. Deci s 
este soluție a ecuației de gradul al II-lea: 


х? — 6x 4520 


Soluţiile acestei ecuaţii, calculate cu formulele obișnuite, sînt 1 si 5: 


ze de. ; УЕ. D 9.2 isa SE 5 
dar numai prima aparține multimii R—-(5). Deci ecuaţia ——= ——— 
X — 95 о — х 


are о singură soluţie, anume numărul 1. 
Ететріпі 2. Să rezolvăm ecuaţia: 
Z= a 
V X = 0 —. mx. 
Să presupunem că numărul s este soluţie a ecuaţiei: atunci Vs-6-—s. 
Pentru a putea extrage rădăcina pătrată, numărul s trebuie să fie evident 20, 
Pe de altă parte, |/s este un număr > 0; deci 6 — s > 0, adică s < 6 


Așadar 8 va trebui să aparțină intervalului [05 6] 


5а ridicám la pătrat egalitatea |/'s = 6 — s: obținem s = (6 — s)?, 


sau s? — 13s + 36 == 0. Aşadar numărul s este soluție a'eeuatiei de gradul 
al Il-lea 


x? — 13x -+ 36 = 0. 


Această ecuație de gradul al II-lea are ca soluții numerele 4 si 9. 
Dintre acestea, doar 4 apartine intervalului [0; 6]. Putem constata si 
prin înlocuire directă că 9 nu verifică ecuaţia |/x = 6 — x. Deci ecuatia 
V x = 6 — x admite o singură soluție: 4, 


Ce legătură există între ecuația Их=в—х şi ecuația x = (6 — x)? A doua se 
obține din prima „ridicind ambii membri la pătrat“. Cele două ecuaţii nu sînt echivalente. 
Mulțimea soluţiilor primei ecuaţii este inclusă în mulţimea soluţiilor celei de-a doua, dar 
'nü coincide cu ea. 

De ce se întîmplă aga? Evident, dacă и = v, atunci u? = 02: dar reciproca nu este 
adevărată. Într-adevăr, dacă и? = U atunci (u+ U)u — v) = 0, de unde concluzia 
„ш з= U Sau u = —"V". Deci, pentru ca relația u? = v? 84 implice u = v, este necesar ca 
u $i v $3 âibă același semn. 
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» Sau 


<Ететріші 3. Fie ecuația 
Vx = +|/2 = x =0. 


Putem inlocui necunoscuta x cu numere s astfel încît s — 2 > 0 (pri. 
mul radical) si 2 — s > 0 (al doilea radical). Deci s > 2 și s < 2 adică s = 2, 
Necunoscuta х poate lua valori doar in mulţimea {2}. Observăm că 2 este 
soluție a ecuaţiei. - 


Ететріші 4. Rezolvaţi ecuaţia 


о ауар СЗ 
Ca 8i exemplul 3, necunoscuta x poate Jua valori doar în multimea (21. 
Tnlocuind in ecuaţie necunoscuta x cu 2, obținem o propoziţie falsă, deci 
ecuaţia nu are nici o soluţie. 
Ететріші 5. Să rezolvăm ecuaţia 
ар b. 
Putem înlocui necunoscuta x cu numere s astfel încît s +2 > 0 Și 
11 — s > 0; deci necunoscuta x poate lua valori doar în intervalul [ —2, 11]. 
Fie s un număr din acest interval; atunci numărul Гер + ИИ =з 


este pozitiv (са sumă а doi radicali); ecuația este deci echivalentă cu: 


(Уха2а ИП х) =25, xe [—2; 11] 


adică cua 
x-:2-4-2]/(x--2)(11 x) + М — x = 25, xe[—2; 11] 


V (z + 2) (И — x) = 6, хе(--2; 11]. 
Si această ecuaţie, atit membrul stîng, cit și cel drept sint pozitivi; deci 
ecuaţia este echivalentă cu 
(х-Р2)44- x) = 36, xc [—2; 11] 


gau си: 
—x?-L9x — 14 30, xe [—2 11]. 


Ecuația de gradul al II-lea: 
—x2 + 9x = 14 = 0, xc В, 

ate două soluţii: 2 si 7. Amindouă aparţin intervalului [— 2; 11], deci sint 
soluții ale ecuaţiei ух 2+ ИТЕ = 5. Ё 

Exemplul 6. Fie ecuaţia de gradul al IV-lea: 

х4 = 27x? + 50 25 0. 

Prin substitutia у = х? obținem ecuaţia de gradul al II-lea (în 

necunoscuta y); 


ў? = 27у + 50 = 0, 


ale cărei soluţii sint 2 şi 25, Deci x? = 2 sau x? = 25. 
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Ecuația x? = 2 are soluţiile = |/2 si |/2, iar ecuaţia x? = 25 are 
2 


soluțiile —5 $i 5. Deci ecuaţia de gradul al IV-lea are patru soluții 
—5, — V3, |/2 si 5. | 
Exemplul 7. Fie ecuaţia de gradul al IV-leas: 
Ax1 -- 3x? — 1 = 0. 
Substituim (inlocuim) pe x? cu y; obtinem ecuatia de gradul al II-leaj 
4y2 + 3p —1 = 0, 
1 
d 


ale cărei soluţii sînt y; = —1, z, = 


Ecuația x?— —1 nu are soluţii; ecuaţia x2= 7 are soluțiile — 


% 
ь = 
° 


Așadar ecuaţia de gradul al IV-lea 
| 4хї + 3x? — 1 = 0 
= je E med: 
are douá solutii, numerele — Ж 81 З (verificaţi!) 


Metoda aplicată în cele două exemple de mai sus se poate folosi pentru 
a rezolva orice ecuaţie de gradul al IV-lea de forma: 


ах“ -- bx? + c ый 


са а 7 0. О astfel de ecuaţie se numește ecuaţie бїрд гай. 


Ететріші 8. Fie ecuația: 


Să inlocuim pe x? + x eu y; obţinem 


4 
y.——3 
y 
w2,— 
у= 4, 
ecuaţie ce are două soluţii: —2 si 2, 
Ге ЖА m 0) ат 11? 1 
Ecuația х? х = A np soluții; ecuația x? -- x = 2 аге soluţiile 
—2 şi 1. Așadar ecuaţia 
xi 4 
к? -х-- ===, ХЄН-4-41,0)| 
еа ; 


are două soluții: —2 şi 1. 
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1) Rezolvaţi e пане 


9; Ух = 2|⁄/ х) 
; i) V3—x4-V 2—-x—41; 


а ох + 1 = 5. 


| 3) | Rezolvaţi ecuaţiile: 


а) х*— 24x* 4-140 — 0; b) xi + 4252 4- 20 
4)хї-3-1- e) х — х? ~ 12 = 0. 


*— 42x? Ф 20 = 0% 


8. PROBLEME 


” wm CR А 
Multe probleme de geometrie, fizică, tehnică ete., conduc la ecuaţii de 


gradul al doilea. 

Formule ca A = zr? (aria cercului de rază г), V == nr? (volumul cilin- 
drului circular de rază r si înălțime À), P = ZR (puterea іп funcţie de inten- 
sitate și rezistenţă) devin ecuaţii de gradul al II-lea atunci cînd necunoscuta 

este г respectiv 1, Să rezolvăm citeva probleme | care conduc la ecuaţii de 
gradul al 11-lea. 

Problema 1. Fie ABC un triunghi. Determinati pe segmentul BG (de 
lungime a) un punct M astfel incit, ducind paralela MN la latura AB, aria 
trapezului ABMN să fie de 4 ori mai mare decii aria triunghiului MNC (vezi 


figura 1). 


Пего.‹ Să notăm cu z lungimea segmentului СМ. l'aptul că түй 
a omentului BC NU PUNE eonduiia O < z < и ; 1 S 
| lantul SABUN == 4 * MNG І ultá că Sau = DABM s у 

= 
insă cele asemenea; deci raportul ariilor lor este 
jitratul rapor hs 


м 


Obtinem a ==} 9-95 rezolvind-o, găsim că are două 


O 2% 42 : 7 
-. Prima solutie nu corespunde (nu 


Problema 2. O paralelá la ipotenuza unui triunghi dreptunahie АВС 
taie laturile AB, AC în punctele M, respectiv N. Construim perpendicularele 
ММ”, NN’ pe BC (vezi figura 2). Determinati poziţia punctului M astfel inci 
aria dreptunghiului ММММ” să fie s, 

Rezolvare. Fie т lungimea segmentului AM; evident 0.< z < с, 

Seomentul MB are lungimea c — 2. Din asemănarea triunghiurilor 


оа 23 к : ° 
BMM' și ABG obţinem ле adică lungimea segmentului MM" 
este ble — 2). 
a 
Din asemănarea triunghiurilor AMN $i АВС obținem La N 
с а 


T ат 
adică lungimea segmentului MN este — 
е 


Not y» SES 
Asadar, aria dreptunghiului MNN'M' este be — а) om ЫШ 


a с c 
Impunind ca această arie să fie s, obținem ecuația: ЕК 
ble = х)х 
— = s, 
7 
gaui bx? — bex -[- es = 0. 


Aceasta este o ecuaţie de gradul al Il-lea in necunoscuta х; ea poate 
avea două, una sau nici o soluţie, Discriminantul ecuaţiei se scrie A = (bc)? — 
— 4b- es = (be — 45)0с. 

Să analizăm cazurile ce pot apărea. Vom ţine seamă de faptul că 


b, ç P 0. 
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: 5 ғ : бе 
Cazul 1. Dacă s >= (adică o jumăta i i i iului 
isP 1 (adică o jumătate din ама triunghiului ABCI), 


ecuatia nu аге soluţii, | 
be 
т 2 йг T H 1 : ч . 
„Cazul 2. Dacă 8 = 2 ecuația are o singură soluție: + = 
! 


are punctul M în acest caz? 


с ... 
--. Се poziţie 


3 be 
т 2 in 211 2226 3 Ч ч m 
Cazul 3. Dacă 0 < s- z ecuația are două soluții 
! 


be — V be(be = 45) be + V be(be — 48) 


g = ; 
1 2b phis Ар 0-е 


Amindouá corespund unor soluţii ale 
problemei: puncteie M, 81 Ma (vezi 
figura 3). 

Cazul 4. Dacă s < 0, ecuatia încă 
are două soluţii ті și 27%, -dar ele nu 
corespund vreunei soluţii a problemei. 
Problema nu are soluţie (aria nu poate 
fi negativi!) 
por Problema 3. Aflati laturile unui 
Fig. IV.3 triunghi dreptunghic, ştiind că sint 
numere naturale consecutive, 


222010 Fi ЕЕ : imi i : 
zolvare, Fie т, v -- 1,. т 4-2 lungimile laturilor triunghiului, ipote- 


nuza avind lungimea 2 + 2. Să aplicăm teorema lui Pităgora: (2 4 2)2 = 
= 2246 (z + 1)2. Rezolvind această Е ат 
¿ ezolvind această ecuaţie, obţinem z, = —1, m, = 4. 
+ ==: 


жу 
Prima soluţie a ecuaţiei nu convine (nu este număr natural!). Problema are 
а. 


© singură soluţie: triunghiul cu laturile de lungimi 3, 4 si 5. 


Problema 4. Demonstrati cá nü ex 


қ Jemonst stă două numere întregi consecutiv 
al căror produs să fie 588, 


a 
Ф 


zolo а EM 1 
Rezolvare, Să presupunem prin absurd că produsul numerelor іпітесі 
consecutive т şi v + 1 este 588. Deci numărul z este solutie a ecuației: Ў 
x(x -+ 1) = 588, 


вап а ecuației de gradul al I Lia 


Dis 8 i ü 
Discriminantul acestei ecuaţii nu este pătratul unui număr întreg (numărul 


1/9959 бта 
|/ 2353 este irațional). Asadar ecuația nu are во olutii întregi. Obtinem o con- 


tradieţie. 
Problema б. Două autocamioane pleacă în același moment într-o cursă 
То uf T qs. Misi оч 1 5 
de 440 km; primul circulă cu o viteză mai mare cu 15 km/h decit, viteza celui 
de-al doilea. Aflati vitezele medii cu care au circulat, ştiind că al doilea auto 
Ca за aubo- 


camion a sosit la trei ore după primul. 
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Rezolvare. Să notăm cu c şi 4 vitezele celor două autocamioane. Relaţia 


440 440 
=y+ 15 este ОШЕН Durata călătoriei primului este de — = 74:15 ore, 
29779 5 


: : 440 440 
ore, Obtinem ecuaţia: ——— + 3= 

у X NDA 
Rezolvarea acestei ecuatii se reduce la rezolvarea ecuatiei de gradul 


al 11-168: ; 


iar a celui de-al doilea-de 


y2 + 15у — 2200 — 0. 


ale cărei soluţii sint уу = —55, Ya == 40. 
Primă soluţie nu convine (viteza nu poate fi negativă!). Vitezele celor 
două autocamioane au fost de 40 si respectiv 55 km/h. 


Problema 6. Un tablou are dimensiunile de 20 em si 40 cm. Tabloul îm- 
preună cu rama are o suprafață de 2184 cm?. Aflaţi lăţimea ramei. 

Rezolvare. Fie z (cm) lăţimea ramei; atunci tabloul înrămat are forma 
unui dreptunghi cu lungimea de 40 + 2 em $i lăţimea de 30 + 22 em, adică 
avind suprafața de (22 + 40)(22 + 30) cm?. Obtinem lățimea 2 a ramei 
rezolvind ecuaţia: 

(2x + 40)(2x + 30) = 2184, 

Acceptăm o singură soluţie: т = 6 cm. 

Problema 7. Doi conductori electrici legati în serie au rezistența de 
15 ohmi, iar legati in paralel au rezistenţa de 3 ohmi. Aflati rezistenţa fiecărui 
conductor, 

Rezolvare. Se știe că după legarea în serie a doi rezistori ce au rezisten- 
tele т (ohmi), respectiv у (ohmi), ansamblul lor are rezistența œ -+ y (ohmi); 


{ 21 211011 : 
după legarea în paralel, ansamblul are rezistența i; , adicá ЕУ ohmi, 
T y 
Cunoscind suma si produsul numerelor : şi y, le putem afla rezolvind ecuația 
de gradul al II-lea 
2—15R+45=0. 
Cele două rezistenţe sint de aproximativ 4,1 respectiv 10,9 ohmi. 
Problema 8. O lege a fizicii afirmă că un corp aruncat pe verticală (în 
gus), cu viteza iniţială v m/s, se va afla după t secunde de la aruncare la înăl- 


o . ` . v 
timea A(t) = vt — 2 12; în-această formulă g este „accelerația gravitațională“ 
? 2 5 » > о > 


determinată de atracţia Pămîntului; valoarea ei este de aproximativ 10 m/s?, 
Aflaţi după cit timp de la aruncare corpul se va afla la înălțimea de 100 m, 
dacă а fost aruncat, cu viteza iniţială de 45 m/s. 
Rezolvare. Уа trebui să rezolvăm ecuația; 
100 = 45t — 5t? 

în necunoscuta t; obținem вое 4, = 4 si t = 5. Deci corpul se va afla de 
două ori la înălțimea de 100 m: prima dată, în urcare, după & secunde de la 
aruncare; a doua oară, іп coborire, după 5 secunde de la aruneare. 
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M | 
ІМ Y 
| PROBLEMI 
| : 5 ° у 
I | 1). Dinte-un punc aflat la 50 m de ceutrul unui cere se trasează tangentele la acest | 
| cere. Aflaţi distanțele ріпа la punctele de tangentă, știind că raza cercului este de 30 m. | 
! 
Ї 2) Dimensiunile unui dreptunghi de arie 6220 cm” sint exprimale prin două numere 
| | І | 
| naturale conseculive. Aflali aceste dimensiuni, | 
! = 
! 8) | Orice patrulater are 2 diagonale, Orice pe'ptagon are 5 diagonale. Orice 
| у P 
| hexagon are 9 diagonale, Puteţi stabili cile diagonale are un poligon cu a laturi? Cite | 
! laturi ar lie @ are ір de 170 de diagonale? | 
| aturi are un poligon се are un purnar ав 170 de diagonalt . a | 
5 H Capitolul V | 
4) Aflali numărul real a, stiind că punctul Ala; a) aparţine graficului funcției Il 
[eo Rosi e M EXERCIŢII ȘI PROBLEME | 
[ | 
r 5) Într-un apartament, două camere ап aceeași suprafață, anume de 16 m°. Una | 
| : . E : 14 A бах d ^ ' | 
" e dintre camere are lungimea cu 1 m mai mare, iar lățimea eu 0,8 m mai mică decit cealaltă. | 
I Aflaţi dimensiunile fiecărei camere. 
L 1 ы 7 ! 
6) Aflali rezisten[ele а doi rezistori, știind că legaţi în serie au rezistența totală 1. EXE RCITII SI PROBLEME SUPLIMENTARE | 
| de 20 ohmi, iar legaţi în paralel au rezistența de 4,8 ohmi. { | | 
|, 


A n 1) Stim RP ED Care este inv 1 lui | 
1 | 7) | Dintr-o bucată dreptunghiulară de tablă zincată, avind suprafaţa de А te di DAE A Наш | 


TR 5 i nata » 4600 em? at: T конт сы. ătii initié stii ар 3 29 
"n 8000 cm? s-a tăiat o bucată de 1600 cm?. Atlati dimensiunile bucății iniţiale, știind că 2) Fie numărul ¿= 22, Scrieţi tre ОАТ Eu le | 
Ч bucata rămasă are forma unui pălrat, 1,5 ‚н, ă de fracţie, | 
| n 1,6 4, 3 ! 
| 8) Fio 0 = —— sy: "art u : v 2 
| ) г S E Scrieţi pe т. apoi pe — sub formă de fractio, 


u | 


| LUCRĂRI PENTRU VERIFICAREA INSUSIRII 4) Atlati numărul întreg m care îndeplinește condiţia: | 


| š UNOR CUNOȘTINȚE DE BAZĂ E 3 | 
Ч | a) 2m3 < — «9m, p) gni« — < эн, ! 
| 23 49 
TOTE л А ! 
E. s LUCRAREA I e [s s 2 2 dr Lim | 
i у NA ї 
) 1) Pezolvaţi ecuatiile: 1 Сазы GUT - салу | 
| ; " ^ 5) Cal ;, 95,28*10* Ч 446.10 | 
ү х°— 44х--0; 4x!— 150; x'— 17x4-42 = 0; 9x* 4- 6x 4-1 = 0. 5) Galeulajit 725-102 an 18,5 - 0,96. | 
1! 2) Găsiţi rădăcinile trinoamelor: ` | ЧӨН агшинг Про ГЫ іші standard: 
i X*+ 13% — 30; 2X? — 3X + 0.5. 6) Atlaji lungimea a (vezi fig. 1). Fig. У.1 
1 3) Formati ecuaţiile de grad II-lea ale căror soluții sint: 7| T ud М Aç I | 
D 3) Formali ecuaţiile de gradul a! lea ale căror solulii sin 7) Triunghiurile dreptunghice din figura 2 sint asemenea. Aflati a, b si c. 
55i —8; 7 şi —7; 8 şi 18; 4 si 10. E ZR P 
1 9 ȘI 8; ȘI 2 9381948; И ! 8) Estimati aria hașurată din figura 3, știind că: (6408-2008 | | 
m үн À бу” . 9) Razele a două cercuri sint de 5 cm, respectiv 3 em. Айай raza cercului a; cărui | 
| LUCRAREA A ILA arie este egală cu suma ariilor celor două cercuri, | 


L 1 
| 1) Descompunefi în factori ireductibili trinoamele; f | 
|| 00 Xp DX 72, 2X* — 27 X 4-18. | 
! [| 
% implificati fractiilee i : | 
| 2) Simplificat | a b 6 5 | x 
| Е 4X* — 1 a AE — 5X 1 с 1 8 5 | 
1 [ 23? — 3X 4-4 5X? — 4X 4-1 | | 
1 1 қ 9 А : Жор 225% 8- Sr. TM ES d 
2) Produsul a două numere întregi consecutive este 210. Aflaţi numerele, РА 5 
" 4) Două numere au suma 19,7 si produsul 46,8. Aflaţi numerele, Y Fig. V.2 

ї ` 
| i 


| 116 11? | 


n 10) Comparafi numerele 4/3 si 5/2. Ce semn are diferenţa 4/ 3—-5/ 2?-Ce 
бөгіп are diferența 14 — 4/11? ' 
11) Simplificafi: 
V3-Vsxy3-y 4 Vo a Va (лал 
42) Caleulafi (/ ба si V 1/1296. Calculafi apoi |/ |/ 64 si |// |/ 1296. Ce observați? 


Tu NODI Тұ Fig. УЛ 


13) Stiind că pătratul înscris în cercul de rază 1 are laturile de lungime |/2, aflați 
lungimea laturii octogonului regulat inscris în cercul de rază 4. > 

14%) Pie (n lungimea laturii poligonului regulat cu n laturi înscris în cercul de rază 1. 
Aflaţi lən în funcţie de lIn (vezi figura м). 5 

15) Planeta Jupiter este de 5,203 ori mai depărtată de Soare decit Pămintul si 
are diametrul de 11,06 ori mai mare decît diametrul Pămîntului. Aflaţi distanța de la 
Soare la Jupiter, apoi volumul planetei Jupiter. Stim că raza medie a Pămîntului este 
de 6 300 km. , 


16) Ce valoare trebuie să aibă rezistorul R din circuitul desenat în figura 5 pentru. 


ca rezistenţa totală a circuitului să fie de 3kO? Cu ce ar putea li înlocuit circuitul in 
acest caz? 
” 


Fig. V.5 Fig. V.6 


( 
17) Ce valoare trebuie să aibă rezistorul Р din circuitul din figura 6 pentru ca 
rezistenţa totală a circuitului să fie de 1 КО? 
18) Rezolvaţi sistemul: 
6751x + 3249y = 26751 
| 3249x + 6751y = 23249; 
' 19) Determinafi valoarea parametrului m astfel incit 1 să fie soluție а ecuaţiei 


9v 


(2x + m)(2x — 8) — (2x 4- 1? = 6 
20) Rezolvaţi ecuaţia: 


4. Ё MESURE MR Adi 
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è 49 
24) Айай valoarea parametrului a astfel tnctt ecuaţia (4 — x)? — ax + să = 0 
х 


ва adinită soluţia 2. 


22) împărțind numărul natural a la 113, obținem сїї c si restul 11. frnpártind 
numărul a la 108, citul este din nou e, dar restul este 41. Aflati numerele a si c. 


23) Exercitind o forţă de f N asupra unui resort, el își măreşte lungimea cu 17) cm. 
Știind că alungirea este direct proporțională cu Гог|а si că la o fortá de 60 N corespunde 
o alungire de 24 mm, reprezentaţi grafic func(ia /:[0; 80] — R care descrie dependenţa 
alungirii de forță. Ce {ог{й provoacă o alungire a resortului de 1% mm? 

24) Două automobile pleacă in același moment unul spre celălalt, din localităţile 
A şi B situate la distanța de 440 km. Viteza automobilului care pleacă din A este de 60 
km/h, iar a celui care pleacă din B de 50 km/h. Exprimaţi distanța dintre cele două auto- 
mobile în funcţie de timpul + scurs începînd cu momentul plecării; luaţi / = [0; T], unde 
cu 7 notăm timpul necesar automobilului plecat din B pentru a ajunge la destinaţie. 

25) Care număr trebuie adunat împreună cu 15, 21 și 18, astfel încît să le ridice 
media aritmetică cu 1,5? 


26) Determinaţi valorile Іші m și n, știind că polinoamele P(X, У) = 5X?Y 4- 
+ mă — XY? + 2XY și QUE, Y) = = ХҮ + ЗХҮ? + 2XY + nA?Y au aceeaşi formă 
canonică, 


27) Fie Q(X) = 10° — 8X? — 9718. Caleulati Q(2). Descompunefi în factori. 
28) Fiind date polinoamele Р(Х) = X? — ах + a? si Q(X) = X° — (3a + 1)X + 
«р а?, determinati valoarea lui a`astfel încât 2(2) = 0(2). 


29) Arátati că polinomul P, (X) = Ха — an se divide cu X — a, oricare ar fin 1, 
n eN. Puteţi afla сіб]? 


30) Arătaţi că dacă PU + x) = Р(1 — z) pentru orice ç e В, alünci polinomul 
Р(Х) = X° +aX + 1 este pátratul unui binom. 

31) Determinati a, b, e ştiind că polinomul: 

P(X) = 2X(aX + b) — 3X(bX + 2c) + c(X? + 1) а(х — 1) -- b. аге forma ca- 
nonicá 3X? — 7X + 2. à : 

82%) Determinati a, b, с astfel incit polinomul Р(Х) = 12X?— 40X? + 22Y — 5 
să poată [i scris sub forma Р(Х) = (3X — 1)(aX? + bX + c). 

8) Descompuneti în factori polinoamele: Р(Х) = 2X? — 4X + 2,Q(X, Y) = ХҮ 
mi 2 24 — Yn, ye Хүй  хаүз үс ХУ, apoi polinomul 5(Х, Y)= P(X)— 
P eed ma day 

84) Descompuneti în factori polinomul X?— 6X*Y + 12XY? = вүз, 

85) Descompuneti in factori Р(Х, Y) = X? + XY + 5Y = 4. 

36) Descompunefi în factori ireductibili polinomul Р(Х) = (X? — 5 X° TORY) 
+ 9X + 19). 

87%) Fie polinoamele P(X)— X° 47? +a, О(Х)= Xt— X = 9. Deterrhiriati 
valoarea lui a astfel incit cel mai mare divizor comun al polinoamelor P si Q să fie un 
polinom de gradul I. Am putea cere ca acest cel mai mare divizor comun să fie de gradul II? 

38) Pentru ce valori ale lui s, trinomul X2 să + 36 este produsul binoamelor 
а8)Х-88Х-412:5)Х-4 бі X --9; c) Х--5ві X — 5? 

39) Simpliticati frăcţiile rationale: 


5X!1—4Y —1 та оу 5Y 0 5X? — «ЖЕСІ 
aj Bate Е. Lz3. dw zs 4) 51002. 
5Х- 5 Y° — 9 2Y2 + 13Y + 18 32-33 
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T -—— 


‚ 2? 416X 


“(Х2--Х--1)- 
+ X)(X*-b X + 3) + 2 


[21 


d 
XY 

43) Etectuaţi ijnmultirile: ! 
2251-4 ЭЛ. b) 16:Х2-287 A z 2LY? — Y°) 6.Y? 


16 
а 4--- $ : == a 
) 1- X° (2Х--8) &X — 5 8Х 4AUX — Y) 


X + 1 


44) Etectuati împărțirile: 


X*—9Y* (Х--8У" 
8) i 1 
ЖҮ P д 


&5) Scrieţi ea fracție rațională, apoi simplificafit "ne 


(2X +5) +2) TOS EE 2 
a) 16X? — 9 ір) А 
АХ + 10 X 
&— 3X Х-1 


“ДЕ? EY 


46) Dacă 27° -+ 3X — С а p) ашла а) del, р = —1 
b) а= 4,b= 5; c) a= 1, b = -5. Cum este corect? 
- 47) Rezolvaţi ecuațiile: 
a) х?—0,&х—0,19=0; b) 7х°--°5х—12=0; c) (3 


— 36—0; d)8x*—6x-4-1—0; 
e) x - x—1 = 0. 

48) Fie polinomul Л" — 2.Y? + 2X. Puteţi găsi un număr real a astfel incit valorile 
polinofnului în a — 1 şi a să fie egale? 


49) Formaţi o ecuaţia de gradul al II-lea се are ca soluții pe: 


3 1 бе 2 Жо 9 : = - 
d) st b)e $ jeu ; d) 4-1717 si H/T. 
A a А 3 11 11 : 


50) Formati o ecuaţie de gradul al II-lea ce are solutiile: 


deri 3 Я ! a--b .a-b 
aju--b sia = 5b. b) a +b si ———; с) —— și 2 
a+b a b 
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51) Fiezecualia ax? + bx + e = 0, despre care știm că are soluţiile zy 51-26, For- 


mali ecuatia de gradul al II-lea се аге ca soluții pe: а) — ау sl — s; b) Әлі si 2 
2 Ші ȘI 9; 
АЖ к ж-е! 1 
Gh атты sali атты ШҚ = kau 
Үү to 


52) În е nalia x` — mx + 36 = 0, dele ШИШЕ е m astfel încit T3 = $4, apa 
5 š 2 Tis р 
astfel інен 2% = 


53) În ecuaţia х2-- 8x -+ m == 0, determinati pe m astfel încit: 


а) ay == 3433 b) аз = —- % C] Әл ~ ir = 8, 
КЛ 
к /, л a M TX Шан : : Се ce, 
54) Агаба că ecuația ------ — ———— = m are cel puţin o rădăcină reală, oricare 
1--х ++ х 


ar fi m e К. 


55) Fie ecuaţia X* — 10x + m -+ 3 == 0. Care este cea mai mare valoare a lui m 
pentru care ecuația are soluţii? Rezolvaţi-o in acest caz. 


56) Stim că 


trece prin punctele 4( 1;1) s 


57) Fie propoziţiile; 


a) (2x + 3)? = 16: b) (2x + 8)" = 2x(?2x 4- 6 
(2x + 4) = i 
doar pentru două valori ale lui x, I 


Lua este intoldeauna adevărată, alta este adevărată 


entificati-le! 


(Ж == 


58) Numerele а, b si e sint diferite intre ele. Poate avea еспа (X — а)? 
; ți ecuaţia de gradul al II-lea echivalentă cu ea 


L (x — c)? == 0 soluţii rec 
Ага ай apoi că (а--5-- с)” < 


rb e) şi că а? + b" + с > ab 4- bet ас, 


59) Rezolvaţi ecuaţiile: 


f 2 i 5 2 Р 
a) (x + 1)° = 10 — һ) - 5) = 8S(x + 2) 4 13; c) (9 k x) (7 — x) + 
, wie: СА ах — д 1 
-+ (8 — x) (7 + x) = 100; d) fe gan x+ 12; е) КӨ; Же — = месі; 1 д 


60) Rezolvaţi ecuațiile (іп care 


a) х? — Әтх- 4m? = 0; В 


d) Хул qug — 1 mergi 
x—] х — т 


61) Rezolvaţi ecuațiile: 


а) х*— 5x*4-4— 0 
e) xc Va = 12:2 D ps 
62) Arütati că oricare ar fi m, m, p cu m з п, еспайа 
(m — njxX + 3(n — plX—-p-—m-o0 
are soluții. Ce se întimplă dacă m = n? 
63) Fie ecuațiile 
ах Бо х--02--1-008р ex 4 2x-L-à5--9- (0 


Arátati că dacă ecuaţiile au o solutie comună, atunci această soluție este: 1. Rezolvaţi 
ecuațiile in acest caz, dacă este posibil, 

62) La un turneu de sah, Несаге participant a jucat o рагийд cu toți ceilalţi. Stiind 
cá au avut loo 45 partide, aflați numărul participanților. 


65) În arhivă filmele se păstrează în interiorul unor cutii metalice cu diametrul 
de 30'cm inlásurinduese pe role avind diametrul de 3 ст. Ce lungime poate avea о peliculă 
de film pentru a încăpea, înfășurată, într-o cutie? Grosimea peliculei este de 0,1 mm, 

66) Decupaţi, dintr-o bucată de tablă triunghiulară, o bucată dreptunghiulară 
de arie maximă. 


EXERCIŢII SI PROBLEME RECAPITULATIVE 


1) Calculaţi: a) (—1)+ (—1)* + (—1)? +... + (494 (— 1)9% 
Е 
2) Rezolvaţi ecuaţia: 
(x + 1) + (x + 2) + (x + 3) + ... + (x + 100) = 15050. 


8) Arătaţi că numerele ЖЕТЕК үз + |/ 2 + V 2 sint mai mici decit 2. 

4) O tonă de nisip umed ocupă un volum de 0,2 m°, iar o tonă de pietriș ocupă un 
volum de 240 dm?. Un autocamion este încărcat cu 3 m? de nisip umed, iar alt auto- 
camion cu pietriș, cintárind cu 4q mai puţin decit nisipul din primul autocamion. Care 
autocamion transportá un volum mai mare de materiale de constructie? 


5) Demonstra(i cá pentru orice n e М, numerele 29 -5n+1-L 1 gi 2h" «5n + 4 
nu sint prime. i 

6) Pentru confecţionarea unei cămăși cu minecă lungă se folosesc 2 m de pînză, 
iar pentru o cămașă cu minecă scurtă doar 1,5 m de pínzá. Un croitor are o bucată de 
pînză de 53 m din care vrea să confec(ioneze cit mai multe cămăși. Cum trebuie folosită 
bucata de pinzá, astlel încit să nu rămînă material nefolosit? Dar dacă este permis să 
ráminá un rest de material nefolosit? ( 


7) Cite numere naturale de 4 cifre au cifra miilor egală cu 6 iar cifra zecilor egală 
cu 3? Cite dintre acestea sînt divizibile cu 2? Dar cu 9? Dar cu 4? 


8) Găsiţi toate numerele naturale de 4 cifre care sint divizibile cu toate numerele 
naturale mai mari decit 2 si mai mici decît 21. 


9) Dati exemple de perechi de numere reale а si b pentru care: а) |a +b |= |a | + 
+ Ibl; b) |а--5|-і|а|- bj; е) la—b|= |а|— Ibl. 
10%) a) Numerele naturale т, y $i z sint numite pitagoreice dacă a? + y? = ză, 
Găsiţi tripletele de numere pitagorice ce au una dintre componente numărul 4. 
b) Suma a 7 numere naturale consecutive este 126. Care sint numerele? 


c) Suma a z numere naturale eonsecutive este 292 + 2; care sint numerele? 


11) În magazia unei uzine se află oţel de două tipuri: unul contine 5%, nichel, iar 
celălalt, 25% nichel. Din aceste două tipuri de oțel trebuie să se obțină un aliaj care să 
conţină cel puţin 10% nichel si cel mult 15%, nichel. Între ce valori trebuie să fie cuprins 
raportul cantităților de oțel ce intră în aliaj? 


12) Un pieton pleacă din localitatea A la ora 9 si 45 minute si ajunge în localita- 
tea B la ora 10 si 6 minute. La ce oră trebuie să plece din A un biciclist а саг ui viteză este 
de 3 ori mai mare decit viteza pietonului, pentru а ajunge în B înaintea acestuia? 


13) Media aritmetică a 80 de numere este 47,5. Două dintre numere sînt 101, гез- 
pectiv 43. Aflaţi media aritmetică a celorlalte 78 de numere. 
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14) O conductă poate umple rezervoarele unui petrolier în 15 ore, o alta în 20 de 
ore, iar o a treia in 30 de ore. Atlali în cit timp pot ti umplute rezervoareie petrolierului 
dacă toate conductele sinl deschise simultan. 

15) Un grup de tineri face o plimbare cu o barcă cu motor, ре un lac, parcurgind 
2a km. A doua zi, cu aceeași barcă, grupul face o plimbare pe un riu, parcurgind а km, 
apoi se întoarce imediat înapoi. Atlaţi care plimbare a durat mai mult, timp. 

16) Directorul unei întreprinderi atlă de existenţa a două inovaţii. Una determină 
o creștere a productivităţii muncii cu 10%, iar a doua cu 20%, Directorul apreciază cá 
prin aplicarea simultană a celor două inovaţii productivitatea muncii va crește. 

Cu cit va creşte productivitatea muncii? 

17) Două cercuri exterioare unul altuia sint situate în interiorul unui al treilea 
сеге, mai mare. Fiecare dintre aceste cercuri este tangent celorlalte două iar cele trei 
centre sint pe o aceeași dreaptă. АПа aria interioară cercului mare dar exterioară celor. 
două cercuri mici. Se cunosc razele celor două cercuri mici. 

18) Găsiți o funcţie al cărei grafic să fie segmentul А В, unde A(2; —5) 51 B(5; 2). 
19) Demonstraţi că triunghiul ale cărui laturi satisfac relaţia 


e—b а-с b-a 


- +- -— ЕБ 


= 0 este isoscel. 
a b c 


20) Calculaţi: (34-1)? (I 3—1); (V 3+1) +V 3—1)*; (^ S+ 
21) Descompuneli in factori polinomul: 

X? + Y -- Z° + 3(X + Y)(X + Z)(Y - 2). 
22) Brfectuali: 


ПЫЗ (/ 3— 1. 


— — 1)n+1 
| 42 z | ын Lă neN. 
Х-Ү-1 Х- Ү-1 


98) Fie funcția f : R — В descrisă de f(x) = z*. Arătaţi că oricare ar fi numerele 


reale a și b, avemi 


> 
9 2 


2 2 


а b а 5 
шажин + | 


P : а, 
24) Ştim că ба? — 13ab + 6b? = 0. Aflaţi raportul =: 
95%) Demonstrali că dintre toate dreptunghiurile cu același perimetru, pătratul 
are aria cea mai mare. Q 
26) Un poligon are 4850 de diagonale. Cite laluri are poligonul? 


27) Rezolvaţi sistemele: 


— - 07 eh 2 
js y З Vx—?V y 2 —6 pu ж 
a ; ЭР 35 Н 16 
e mw 2V x — ay y —7 2|x|4- y= 3 
Jure ce 
x y 


98%) Pe ecrahul unui automàt de examinare a cunoștințelor apar 5 întrebări, la 
care lonicá trebuie să răspundă prin „da“ sau „nu“. Știm cá: a) prima si ultima întrebare 
au răspunsurile contrare; b) a doua si a patra ап același răspuns; c) sau prima, sau a 
doua întrebare are răspunsul „da“; d) dacă răspunsul la a patra este „da“, atunci răspunsul 
la a cincea inlrebare este „nu“; e) la a treia intrebare răspunsul este „da“. Ce răspunsuri 
trebuie să dea lonică pentru a obține nota 10? 
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3. PROBLEME DEOSEBITE ȘI CURIOZITÀTI 


‚‚ 1) Priviţia 
2 4-55 Фао 50 == 400 
2 
к 2:20 


y4 + 25 + 22 + — = 100. 
6 48 


Puteţi scrie numărul 100 folosind, la fel ca mai sus, doar o singură dată fiecare cifră, astfel 
încit iu scriere să apară si radicali? 

2) Fio numerele naturale impare 1, 3, 5 şi 7. Caleulaţi suma lor. Calculaţi suma 
numerelor 4, 8, 5, 7, 9, 41, apoi suma numerelor 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15. Ce observați? 
Puteţi spune care. este suma numerelor 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 21, 23, fără 
a electua adunările? 

: 3) Priviţi 4224; 
11765 
77-4; 


5 —3--4-4 5-464 7. 


mbrul 


Puteţi continua? Completaţi 19* = ... Care este cel mai mic termen al sumei din п 
drept? Dar cel mai mare? i 


&) Ат Шар că: 
TR yi 3⁄—= ТЭ 
-V 40 — /108-= /S — 1; |Z 7? — V/50 = 1 — 1⁄2. 
5) Este adevărat, ех |/3 “51738 aproximează pe m cu eroare de cel mult 0,005? 
Dar cu eroare de cel mult 0,001? 
6) Fie egalitalea а = b. Deci а? = ab, de unde 


a? — b° = ab — bz. 


mbri in [aetori: 


(а — b)(a + b) = (а — Ь)Ь, 


Descompunem cei doi me 


1 în ambii membri cite 


8) Care număr:este mal mare: 


292 a222 5 Р "T ong: 
a) 2399, 2422 2, ous, 2213, боз, 2223 sau 2224; 


b) 9% 9%, 99° sau 999? 
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9) Priviţi 
te? + £3) (23 + уу) = (az + by) + (eg — bz)"; 


(at b? + c) (x + y? + 22) = (az -c1 


Puteţi serie produsul (ef -+ b? - c? 


patru pătrate? 


10) Rezolvaţi sistemele de ecuaţii: 


Ф 


T . : yate ил ЖЕЕ NES RT 
Rezolvaţi ecuaţia |/ x^ — Vx exse 
11) Arătaţi cá dacă v + y = 2, atunci 45-Р-4 işi. 254- y? т> 2, 


12) Ce formă are patrulaterul ale cărui virfurisint:punstele de intersecţie ale drep- 
telo: i 


X-—y—-2:-—0,X-y--2-—0,XH-v—2—0-8 Х--У--2-- 0? 


13) Descompuneti în factori: 


з 1 П f 12 
è 2a? — ab + 4ас — b° — be -- 2с 


14) (După „Aritmetica“ lui Diofant — sec 111.) Aflaţi două numere, stiind că, suma 
lon si suma pătrateloriler sint legate între ele. Să presupunem că suma lor este.a zecea parte 
din suma pătratelor lor. Fie 2 numărul mai mic, iar cel mai mare fie 27; atunci suma lor 
este 3z, iar suma.pătratelor lor este 52°. Deci За trebuie să fie a 10-а parte din 5z?, Care 
sint numerele în acest. caz? 


15) (Problemă veche chineză — înainte de sec. III.) La mijlocul fiecărei laturi a 
unui oras de formă pătrată există cite о poartă, La 20 bu (unitate de lungime) spre nord 
de poarta nordică se află un stilp. Dacă de la poarta sudică ne deplasăm cu 14 bu spre 
sud, apoi spre apus cu 4275 bu, stilpul devine vizibil. Ce lungime- are zidul oraşului? 


16) (După Bhaskara — matematician indian, sec. XII.) Nişte maimuțe se dis- 
trează; din tot cirdul, o optime la pătrat se cafürá prin copaci, iar 12 strigă toatg-odatà 
în virful colinei. Cite maimute erau în сіта? 

17) (După „Liber Abaci“ a lui Leonardo Fibonacci, вес. XIII.) Un ţăran a cum- 
părat 30 de păsări cu 30 de monede; pentru 5 potirnichi a plătit З monede, pentru un po- 
rumbe] 2 monede, iar pentru fiecare pereche de vrăbii cite o monedă. Cite păsări de fiecare 
tel a cumpărat? , 


dim 


18) (După „Culegerea de probleme“ a lui Churuet — anul 1484.) Un zidar s-a în- 
teles.cu un țăran să-i ridice casa in 30 de zile; în fiecare zi in care lucrează să ciștige 5 scuzi 
(monedă veche franceză) iar în fiecare zi in care nu lucrează să plătească ţăranului 
6 scuzi, La capătul celer 30 de zile casa e terminată; zidarul a muncit si s-a odihnit іп 


asa fel incit a ciștigat 18 scuzi. Allaţi cite zile a muncit si cite s-a odihnit, 
` 


19) Iepurele alb spune că pisica minte. Pisica spune că Alice minte. Alice spune că 
iepurele alb și pisica miat. Cine minte gi cine spune adevărul? (După Lewis Carroll.) 


20) Două rachete se îndreaptă una spre cealaltă 'prima cu 9000. km/h,-a doua cu 
21000 km/h. Ele decolează din două puncte situate la o distanţă de 1317 km unul de altul. 
Care este distanța dintre-rachete, eu un minut înainte de ciocnire? (După Martin Gardner.) 
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4. OLIMPIADE SI CONCURSURI 


Textele problemelor au fost partial medificate. 
1) Se consideră ecuaţiile х? — 4x -3 = 0 si x*— (c*--1)x 4-3u.— 0, unde a 
este un număr real. Pentru ce valori ale lui a ecuaţiile au o soluţie comună? 
шаа (Olimpiada 1973) 
2) Se dă polinomul Р(Х) = ах? + bX + c, în care coeficienții а, b şi свіпб numere 
reale. 4 
а) Determinati coeficienţii astfel încit Р(1) = Р(2) = 0 рі P(—1) = 18. 
b) Pentru а = 3, b = —9, с = 6, descompuneţi polinomul în factori; determinaţi 
Р(Х) 
AX?—2X--m 
(Olimpiada 1974, jud. Iași) 


apoi valorile reale ale lui m pentru care ітаспа F(X) = este ireductibilà, 


' +3) Arătaţi că polinomul Р(Х) = AX? -- aX? — a*X + 2а®ве divide cu X° — aX +a? 


apoi rezolyafi ecuaţia Р(х) = 0. 232) 
| (Olimpiada 1974, mun. București) 


4) Arütati că polinomul Х84-аХ24-5Х--с se divide cu X?-- aX +b numai 


dacă c = 0. : 
а (Olimpiada-1974, mun. București) 


5) Fie polinomul Р(Х) = 2Х* 4- 4X? -- X* 441. 


a) Aflati citul şi restul împărțirii lui Р(Х) la 2X* + X. 4 
b) Care dintre următoarele afirmații sint adevărate, oricare ar fi z єг R : P(z) < 0; 
Pl) = 0; Pla) > 0? 


c) Pentru ce valori ale lui z e В valoarea Р(>) este cea mai mică posiblă? Care 


este această valoare? 
(Olimpiada 1975, mun. Bucureşti) 


1 2х 
бе жее 
: Ж-2 x42 pă 
4 + И; Авів 30° sint soluţii ale ecuaţiei? 


. Care dintre numerele sin 2°; #5; 


6) Fie ecuaţia 


(Olimpiada 1975, mun. Bucureşti) 


(zy 
4 


7) Dacă z si y sint două numere pozitive, ага ай cá zy < Arütati că 


` 3 n ©. 
dacă z + у = k, atunci cea mai mare valoare a produsului zy este m În aceleaşi con- 
Р 2 ke 
diții, arátali că cea mai mică valoarea a lui 2° + y? este > 
(Olimpiada 1975) 
| 

š 8) Arătaţi că dacă z+ y = s Бі æy = p, atunci 2° 4 0° = 52 — 2р, 2° 4 у? = 

= (88 — 8р)з şi z! + yt = s! — 48р + 2p*. , 
(Olimpiada 1975, Bistriţa-Năsăud) 
^ 9) Se dă tracţia ; 
X? — 82 
pe tit 5. 

Xš + (X +2} 


6 


а) Arătaţi cá F(X) = 2 . b) Pentru ce numere reale z, {таса este defi- 
1 OU жа Ду АК» Х P - 


nitá in z? ; : 
e) Pentru ce valori ale lui z, numărul F(z) este întreg? d) Pentru ce valori ale lui 


em F(z) = 2? қ 
ы тж? (Olimpiada 1975, jud. Bistrița-Năsăud) 
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+ 


10) Fie polinomul ВД) = X° — 9 — 8, 


p te ac Сы еле; А 4 
a) Апай restul împărțirii polinomului prin X + 2 și X — 4 fără a efectua împăre 
țirile, 


X9-- 8 


. 


b) Simplificati —— 
45-2Х-38 


(Olimpiada 4976, jud. Constanţa) 


11) Dacă polinomul X* -+ ^а ХЗ + 6b.X? + deX -- d. este divizibil cu Z? + 3a.X? -p 
+ 9b2X +c, агай că primul este un pülrat, iar al doilea cubul unui binom. 


(Olimpiada 1976, mun. Bucureşti) 
12) Pentru ce valori ale lui а, b, c polinomul Р(Х) = 12X? — 40X? T27X — 5 
poate fi scris descompus P(X) = (3.X — 4)(a.Y* + b X + c)? АПай rădăcinile polinomului, 
(Concurs treaptă 1976, mun. București) 

13) Descompuneli în factori (X--Y--Z) — Y*— үз 7%, 
(Concurs treaptă 1976, jud. Constanţa) 


14) Pe Р(Х) = aXn + bXm -- cXP, QUY) = bXn 4- cX" -- a XP бі В(Х)-гсХ9-н 
+ aX" -FbXP, unde а-Е -- e £ şi abc Z 0. 


X — 1. 
b) Ара cá polinomul Р(Х) + Q(X) — 2R(X) se divide cu X — 4. 
c) Arátali că polinomul P(X)--Q(X)-- R(X) nu se divide cu X 4-4. 
(Olimpiada 1977, mun. Bucuresti) 


15) Rezolvaţi ecuaţiile: a) — 9x?--16x— 2 0р) gi: ath g (xZ--1,b=0). 
3 х-1 х-4 : 


(Concurs: treaptă 1977, jud. Dolj) 
16) Rezolvaţi ecuaţia: 
х! 6 4 


+ 
х- 1 


9 


х-1 
2 (Concurs treaptă 1977, jud. Arad) 


х?— 1 


17) а) Arătaţi că polinomul Р(Х) = XY!'— X*— 6X*--4X--8 este divizibil cu 
polinoamele Q(X) = X — 2 si R(X) = X 4-2. 


b) Folosind eventual rezultatul,de la à), simplilieati fracha: 
5 ДЭЛ ME eq IP TUN A NT 
F(X) = ` 23 ца сә 
2 X! — 16 
жс . (Concurs treaptă 1977, jud. Neamţ) 


18) Reprezentaţi grafic funcția f(z) = æ? definită pe [—2; 4] apoi aflaţi coordo- 
natele puncielor de pe gralic care au abscisa egală en ordonata. 5 
(Concurs treaptă 1977, jud. Vaslui) 

19) Simpliticaţi їгасИа 


(Concurs treaptă 1976, jud. Brăila) 


20) Fie ecuația x? — mx +m y 1 = 0. Determinaţi valoarea lui m astfel încât 
ecuația să admilă o singurá soluție, 
(Concurs treaptă 1976, jud. Brăila) 
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а) Arătaţi că polinoamele P(Y), QUY) si R(X) dau acelaşi rest la împărțirea cu 


21) Reprezentaţi grafic funcţia f: R — W, descrisă der 


f a — 2 pentru á 


f(s) = | 


(-»; 1). 
—2ж + 1 pentru > e&[1; +оо). 
(Concurs treaptă 1979, mun. Bucureşti) 


sistemul de ecuatii: 


2x — ЗУ 


(х ~ y)(x + y) — 48. 
(Concurs treaptă 1979, mun, Bucureşti) 


23) Rezolvaţi sistemul de inecualii: 


рій 1979, jud, Prahova) 


sped yu r+ a — 1 a? 4-1 
- -- -. 
aka + = QE == gs 


ce valoare a lui a ecuația are soluția 4? 
5? 
? 


b) Pentru ce valoare a lui z еспара in a are solulia 9 


(Concurs treaptă 1979, jud. Constanţa) 
25) Pie f $i e două funcţii liniare. 
а) Determinaţi funcțiile, ştiind că: 


(2+1) + g[z — 1) = 


22 + 15 


$i fls + 1) - 2g(z— 1) = бл — 18 pentru orice 
fic funcţiile f(x) şi g[z) = —2<z +8, apoi aflați coordo- 


natele "punctului de intersecție a celor două grafice, 


x 


(Concurs treapt 24 1979, jud. Arad) 


X? — 3X + 2 şi (ДА) = X* 4- 3X + 2. Arátali cá 


26) Fie polinoamele == 
Р(О(Х)) se divide cu X? + 3X +4. 


(Olimpiada 1977, jud, Dolj 


polinomul Р(Х) = J+ mY 
зе dividă cu X — 1, X — 2; 


astfel incit 


(Olimpiada 1979, jud. Timiş) 


28) Un triunghi isoscel are perimetrul de 160 m, iar baza este cu 20 m mai mică 
deci, oricare dintre laturile egale. Аай lungimile laturilor, 
(Concurs treaplă 1980, jud. Dolj) 


: p к E a PET „үз э t £d 
90) Deterntinaţi parametrul m astiel incit polinomul 232 — mă + X 7 să 


el 
dea restul 4 prin impàrfire la X +2. 


(Concurs treaptă 1980, jud. Dolj) 


30) Numerele reale z, y, а 51 b verifică relațiile: z- 


Ce'relaţie există între a şi b? | 
(Olimpiada 1979, mun. Bucureşti) 


| 


| 


Capitolul VI 


CUNOSTINTE PREGÁTITOARE PENTRU FOLOSIREA 
TEHNICH DE CALCUL 


I. DIN NOU DESPRE INTRODUCEREA DATELOR 


Pentru a'folosi calculatorul trebuie să intocmim programe; aceste 
programe sint formate din instrucţiuni. Reamintim instrucțiunile învățate 
іп clasa a VIl-a: LET, READ/DATA, IF... THEN..., GOTO, PRINT, STOP. 
- Dintre acestea, instrucţiunea READ servește in scopul introducerii datelor 
în calculator, Dar, in acelaşi scop există si o altă instrucţiune, ce poale fi 
mult mai utilă, 

Fie, de exemplu, următoarele instrucţiuni (сё formează, de fapt, 
parte dintr-un program): 


г 20 LET P=N+N 
4 30 PRINT N 


Ne dăm seama uşor cá prima instrucțiune (cea cu eticheta 20) are ca efect 
obținerea pătratului P al numărului N. Dar care este acest număr М? Dacă 
am completa cu instrucțiunile 


10 REAP: N 
40 BATA 153 


› 
atunci numărul N ar fi luat egal cu 153. Să renuntám la aceste două instruc- 
иш, completind in schimb cu instrucțiunca*, 


10 INPUT N 


Ce se va intimpla acum, dacă vom executa programul obținut? În 
primul rind se va executa această ultimă instrucțiune (căci ea are eticheta 
cea mai mică); ca rezultat, pe ecran va apare afişat un semn de întrebare 

*) Cuvintul inpuz are, în limba engleză, sensul de „intrare“ sau „admitere“; am 
putea citi, în loc de INPUT N, „introdu numărul №“, Spre deosebire de READ, instruc- 


țiunea INPUT întrerupe execuţia programului, piná la introducerea is la tastatură) 'à 
valorilor cerute, 
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(?). Aceasta înseamnă că magina „aşteaptă“ să introducem, de la tastatură, 
un număr, Să tastăm cifrele 1, 5, apoi 3; pe ecran apar scrise, succesiv, ñu- 
merele 1, 15, apoi 153, Apăsind acum tasta CR*, vom indica mașinii că acesta 
este numărul dorit; în acest moment calculatorul va „şti“ că numărul М 
este 153 si va trece la executarea următoarelor două instrucţiuni. După 
executarea celei cu eticheta 20 va determina că P are valoarea 23409, apoi 
după executarea ultimei instrucţiuni (cea cu eticheta 30) va afişa pe ecran 
valorile 153 si 23409.. 


Să analizăm acum programul următor: 


10 LET C њо 

20 LET Ce C +1 

30 IF C = 10 THEN GOTO 80 
40 INPUT N 

50 LET P= N+* N 

60 PRINT N; P 

70 GOTO 20 

80 $TOP 


E] 


Ohservăm că in program se foloseşte, ба un „contor“, variabila C; aceasta 
va lua succesiv valorile 0, 1, 2, ..., 9, 10. Pentru cele nouă valori între 1 
şi 9 (inclusiv), calculatorul aşteaptă (afisind ? pe ecran) introducerea valorii 
lui N, apoi calculează pătratul, apoi tipăreşte (afişează) valorile lui N şi Р. 
lusistăm: aceasta se întimplă de nouă ori! Š | 

Instrucţiunea INPUT permite, ca facilitate suplimentară (la fel ca și 
instrucţiunea PRINT) afișarea pe ecran, înainte de semnul ?, a unui mesaj. 
explicativ (prin саге să ne putem da seama ce număr urmeázá să intro- 
ducem). j 

Analizind programul 


10 PRINT "CÁLCULÁM PATRATUL UNUI NUMAR» 
20 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL“; N 

30 LET P Ñ # Ñ 

40 PRINT *NUMARUL"; М; "PATRATUL*"; P 


h ua ч x. ә ^ +. Ms Pas I» дя 
cohstatám că, lăsind la o parte mesajele се араг pe ecran, obtiném.aceélasi 
efect cà si folosind primul program (cel de la începutul lectiei). 

Să intoemim un program pentru rezolvărea ecuátiei 


ах - b ==0 


*) CR este o prescurtare de la carriage return; în traducere. „întoarce carul (maşinii 
de seris) la capătul rindului“; are sensul de încheiere a rindului curent și începere a unui 
rind nou, ! 


. 
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Toloemd instrucțiunea INPUT ві mesaje explicatives 
1000 PRINT “REZOLVA ECUATIA.A s X + B == 0" 
1010 INPUT “INTRODUCETI COEFICIENTUL LUI X" A 
1020 INPUT “INTRODUCETI TERMENUL LIBER"; B 
1030 IF A = 0 THEN GOTO 1070 
1040 LET X — —B/A 
1050 PRINT "SOLUTIA ESTE"; X 
1060 STOP 
1070 IF B = 0 THEN 1100 
1080 PRINT “ECUATIA NU ARE SOLUTII” 
1090 STOP 
1100 PRINT "ORICE NUMAR ESTE SOLUTIE" 
1110 STOP 


EXERCIŢII 
1) Sesizati greșelile din următoarele instrucțiuni: 
TOLET X че 875 b) 20 PRINT ХУ 2 
c) 30 IF A 3 THEN GOTO 10 c) 40 LET 1=A 
2) Ce valori va avea variabila C in urma executării următoarelor programa? 
2) 10 LET АЛЕ Б) 40 LET А--5 
20 LET B == 6 20 LET B = 6 
30 SET. A= B 30 LET B= A 
40LET C = B« B 40 LET C — B= B 
50 PRINT C 50 PRINT C 
3) Completaţi programul următor 
10 INPUT A 
20 INPUT B 
50 LET B =C 
60 PRINT A; B 


În 


; 
asa fel încit să se afişeze pe ecran numerele introduse, dar în ordine inversă, 
4) Fiecare dintre programele urmăloa 0 


а) 10 INPUT N b) 10 INPUT N 
20 LET А == N/10 20 EET MESIN 


30 LET C= A — 10ж № 30 IF Мъ.0 THEN GOTO 50 
40 PRINT C 40 LET М = =M 
50 PRINT M 


are cite un scop precis. Determinafi, după cîteva încercări, care sînt acestea. 


2. FACILITĂȚI DE AFIŞARE A REZULTATELOR 


Să privim din cind în cind, în timp ce lucrăm, ecranul monitorului. 
Conslatàm că semnele ce se afişează pe ecran sint aliniate atit pe orizontală, 
cit şi pe verticală. Este са și cum ecranul ar fi „impărţit“ în căsuțe dreptun- 
ghiulare, iar in fiecare dintre aceste căsuțe se poate afisa cite un-semn (literă; 
sau cifră, sau alt semn), 


131 


| ‚ 70% căsuțe, aranjate în 22 de linii de cite 32 de căsuțe fiecare (sau în 02 de 
coloane de cite 22 de căsuțe fiecare — vezi figura VI.1), 


| (Număratoarea liniilor, са și a coloanelor, începe cu 0, anume din 
colțul din stinga sus.) 

Dacă dorim, putem face să apară afişat pe ecran, exact în poziția dorită, 
scop putem folosi instrucțiunea PRINT. АТЖ), 
De exemplu, instrucțiunile 


10 LET X —7 
20 PRINT AT 4, 10; X 


rezultatul unui calcul. In aces 


rului 7, care este valoarea variabilei X. lar instrucțiunea 

30 PRINT AT 5, 13; 157 i 
are ca efect afişarea, incepind cu căsuţa aflată pe linia 5 si coloana 13, 
numărului 157 — vezi figura VII, 


Fig? V1.1 


Acest mod de folosire a ecranului este cunoscut sub numele de modul 
text. Dacă privim mai îndeaproape semnele aligate pe ecran, vom constata 
că ele sint formate din „puncte“ mici negre. Astfel, cifra 7 şi litera N 
arată cá in figura VI-A, 

FE 
LET 


Există si un mod grafie de folosire 


a ecranului, în care putem „innegri“ orice 
„punct“ de pe ecran. În acest mod de 
lucru ecranul este organizat ca о reţea 
de 176 de linii orizontale, pe fiecare 
allindu-se 256 de „puncte“. 


Fig. V1.2 
*) Cuvintele englezeşti print a? ar putea fi interpretate astfel: „tipăreşte (afişează) 


la locul“, 
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De fapt asa si este. La calculatorul (HC-85) ecranul este organizat în - 


vor avea ca efect afişarea in căsuţa aflată pe linia 4 Бі coloana 10 а numă- 


Instrucţiunea зу 


i 30 PLOT 168, 89 


are ca efect Inneg 
gura VI-3, 


rrea „punctului“ 


ce are coordonatele (168, 89), vezi fi- 


168 
Fig. VL3 


Instructiuneg**) 


31 DRAW 10,20 | 


are ca efe i "imer à di 5 
ct desenarea pe ecran a unui „Segment“ ce pleacă din punctul (168, | 


89) in care ne aflăm si ajunge іп punctul (168 + 10, 89 -- 20), adică їп. 


(178, 109). | 
Instrucţiunea | 


40 CIRCLE 168,89,30 


are ca efect desenarea pe ecran a unui „cerc“ cu centrul în (168, 89) 


și avind 
raza de 30 de „puncte“, 


| Secvența de instrucțiuni 


10 PLOT 121,43 | 
| “20 DRAW 102,15 

| 80 DRAW — 40,28 
40 DRAW — 62, — 43 


are ca efect desenarea „triunghiului“ ce are virfurile în punctele de coordo- 
nate (121, 43), (223, 58) si (183, 86). 


*) În limba engleză, verbul to plot înseamnă „a reprezenta grafic". | 


**) În limba engleză, verbul to dram înseamnă si „a trasa o linie“, lar circle i 
inseamnă eero, 
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soluție unică dacă si numai dacă ad — be =0,) 


EXERCIŢII 


1) Ce va apare pa ecranul monitorului, la intersecția liniei 8 cu coloană 12, în 
urma executării următoarelor instrucţiuni? " 
a) 10 LET X= 8 b) 10 LET Aa 21 
20 PRINT AT 8, 12; X 20 PRINT AT 8, 11; A 


€) 10 LET X = 81 
20 LET Ye X * X 
80 PRINT AT 8, 11: T ` 

8) Întocmiţi un program pentru afișarea valorilor variabilelor A, B respectiv C, 
incepind cu coloana а 5-a, рө liniila a 3-a, а 8-а respectiv a 12-а, 

9) Completaţi programul 10 PLOT 105, 118 

20 DRAW 22, —31 
80 DRAW — 47, 16 
4025. 
în asa fel incit să aibă ca efect desenarea pe ecran a unui triunghi, 

4) ості un program pentru desenarea pe ecran a unui dreptunghi ce are trei 
dintre viuri în punctele (100, 100), (180, 100) si (180, 160). Co coordonate are al patrue 
lea жігі? Я . 

5) Programul următor 10 PLOT X, Y 

20 DRAW 25, 0 

30 DRAW 0,--28 

40 DRAW --25,0 

50 DRAW 0,28 
аге ca efect desenarea unui dreptunghi. 

a) Ce dimensiuni are dreptunghiul? 

b) Co valori pol lua variabilele X PISA 


3. SALVAREA (PĂSTRA REA) PROGRAMELOR | 


Atunci cînd lucrăm cu calculatorul trebuie să finem seamă că ,mé- | 
moria“ sa retine datele si programele doar atit timp cit este alimentat cu | 
curent electric. De regulă alcătuirea unui program este o activitate de durată 
și nu este deloc economic să introducem instrucțiunile, toate odată, de la 
tastatură, 

De exemplu, să intocmim un program pentru rezolvarea unui sistem 
de două ecuaţii cu două necunoscute: 


| am + by =e 
că «b dy =f. 
În acest program, va trebui mai intti să introducem coeficienţii si termenii 


liberi, ceea ce vom face folosind instrucțiuni INPUT. Apoi vom calcula, 
dacă este posibil, soluţia sistemului şi o vom afișa, (Ştim că sistemul are 


1000 PRINT “PENTRU PRIMA ECUATIE“ 

1010 INPUT “INTRODUCETI COEFICIENTUL LUI X" A 
1020 INPUT “INTRODUCETI COEFICIENTUL LUI Y"; B 
1030 INPUT "INTRODUCETI TERMENUL LIBER"; E 
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1040 PRINT “PENTRU A DOUA ECUATIE" 
1050 INPUT "INTRODUCETI COEFICIENTUL LUI X*; C 
1060 INPUT “INTRODUCETI COEFICIENTUL LUI Y"; D 
1070 INPUT “INTRODUCETI TERMENUL LIBER"; F 

1100 LET H = A«-D—B« C 

1110 IF H< >O THEN GOTO 1140 

1120 PRINT “CAZ DE EXCEPTIE" 

1130 STOP 

1140 LET |= Ew Вж 

1150 LET | «АжЕ--ЕкС 

1160 LET X = уН 

1170 LET Y = Ј/Н 

1180 PRINT “SOLUTIA ESTE“; X; Y 


Introducerea acestui program, de la tastatură, în calculator durează 
destul de mult, timp (chiar presupunind că, apăsind pe taste, nu am greşit 
deloc). Dacă acum am scoate din priză calculatorul, sau doar l-am stinge, 
toată munca depusă s-ar pierde! La redeschiderea calculatorului ar trebui 
să reluăm loale apăsările pe taste! 

Este destul de limpede că trebuie să acţionăm în alt mod, Să ne amin- 
tim că, pe lingă memoria internă, calculatorul (НС-85) dispune si de o me- 
morie externă, în cazul nostru de o bandă magnetică (casetă) aflată іп са86- 
tofon, Să folosim această bandă, pentru a ne salva de la distrugere progra- 
mul, Aceasta 8e face folosind comanda SAVE*) comandă ce trebuie insotitá 
de numele programului (în cazul nostru, să-l numim REZSIS — de la „rezolvă 
sisleme“), Deci, 


SAVE "REZSIS" 


ne asigură copierea pe banda magnetică a programului nostru. 

Pe viitor vom putea refolosi, ori de cite ori dorim, acest program, 
încărcindu-l de pe casetă, ceea ce putem face folosind comanda LOAD**), 
Deci, € 

LOAD “REZSIS“ 
după care programul va putea fi executat (cu comanda RUN), sau doar afisat 
pe ecran (cu comanda LIST). 

Dat fiind cá am învăţat si cîteva instrucţiuni „grafice“ (anume PLOT, 
DRAW, CIRCLE), am dori să ne completăm programul nostru cu o parte 
grafică, prin care să trasăm pe ecran dreptele corespunzătoare celor două 
ecuaţii, în acest mod soluţia sistemului apărind ca punct de intersecţie al 
celor două drepte. Instrucţiunile corespunzătoare sint destul de complicate, 
avind in vedere că ecranul este destul de „limitat“ (pot fi reprezentate doar 


*) În limba engleză, verbul to save înseamnă si „a salva“ (aici, „de la distrugere“, 
de la ștergerea programului prin deconectarea calculatorului de la sursă), 
жж) În limba engleză, verbul to load înseamnă “a încărca“, 
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„puncte avind coordonatele întregi, cu abscisa între O si 255, iar ordonata 
intre 0 si 175), De aceea vom prezenta о formă (mult). simplificată: 
1200 LET S = /В (presupunem că В Z C) 
1210 PLOT 0,5 
1220 LET T =— A x 255/B 
1230 DRAW 255, T - 
1240 LET 5--Ғ/р 
1250 PLOT 0, S 
1260 LET T = — C = 255/B 
1270 DRAW 255, T 
Asadar, pentru completarea programului REZSIS cu instructiunile de 
mai sus vom proceda in felul urmütor: vom da banda magneticá inapoi 
după care vom introduce comenzile 
LOAD "REZSIS" 
LIST 
vom introduce de la tastatură instrucţiunile cu etichetele 1200—1270 dupá 
care vom da comanda 


? 


RUN 
sau vom salva noua variantă a programului (folosind un alt nume dacă dorim 
64 nu distrugem vechea variantă) cu comanda SAVE. 


EXERCIŢII 


1) Programul următor; 10 INPUT “CITE NUMERE?^; N 
20 LET E = 0 
30 LET 5=0 
40 LET С- C 4-1 
50 INPUT X 
60 LET S= S+ X 
70 IF C < N THEN GOTO 40 
90 PRINT "SUMA ESTE“; S 
are ca scop calculul sumei a N numere, ce trebuie introduse succesiv, folosind instruc- 
țiunea INPUT (cu eticheta 50). [ 
а) Indicaţi comenzile ce trebuie date calculatorului pentru a salva acest program, 
“apoi a-l reincárca si a-l executa. 
b) Modilicali-l asa încît să calculeze media aritmetică a celor N numere introduse, 
2 Ionel şi-a salvat pe casetă programul UNU, avind următorul conținut: 
10 INPUT A 
20 LET B— A2 
30 LET A= A +1 
A doua zi a tastat următoarele: 
LOAD "UNU" 
LIST 


40 LET P= A«B 
50 PRINT "P5"; Р 
ТР SAVE "DOI" 
4 RUN 


а) Ce va П afișat mal іп pe ecranul monitorului? 

b) Care va fi rezultatul afisat, dacă lone] va introduce numărul 47 

с) Dar dacă Tonel va introduce numărul 10? Numărul 20? . 
8) lonel şi-a salvat pe casetă și programul TREI, avind următorul conținut: 


10 INPUT A 

20 LET C=0 

BO LET 5-70 

40 LET Ca С--1 

50 LET Sa S+ С 

60 IF С< А THEN GOTO 40 
70 PRINT “5=°; 5 


a) Executafi acest program de trei ori, introducind pe rind, ca date de intrare, 


numerele 4, 10, 20, Ce rezultate ёв obţin? 


b) (Executati programul TREI de încă trei ori, cu dalele da intrare pe cara le 
doriți, apoi executaţi programul DOI cu aceleaşi date de intrare.) Comparati rezultatele 
obținute en cele corespunzătoare ale programului DOI; ce observați? 

4) Salvaţi pe casetă programul următor: 


10 PLOT 100, 90 90 LET А=0 

20 LET A= 0 100 LET B= Т 

30 LET S= 2 110 LET 555 4-2 

40 LET T— 2 120 LET 155: 

50 LET B= 0 130 IF B — 0-THEN GOTO 150 
60 IF A < > 0 THEN GOTO 90 ТАО ЕПТ =) 

70 LET A= T 150 DRAW А, В 

80 GOTO 150 . 160 GOTO 50 


а) Се ce întimplă in urma execuţiei programului? 
b) Modificati-l în asa fel încît să se termine după 10 (20, 30) etapa. 
c) Salvaţi forma pe care o considerati definitivă, 


4, SUBPROGRAME 


Piná acum am întocmit și folosit doar programe simple, formate din 
puține instrucțiuni. De regulă, cei ce folosesc intens calculatorul creează 
programe mult mai mari (formate din sute, chiar mii de instrucţiuni). Ei 
isi organizează munca în ава fel їпсї in cadrul unui program să nu existe 
secvenţe (mari) de instrucţiuni care să se repete, folosind in acest scop sub- 
programe. 

Un astfel de subprogram este apelat si executat ori de cite ori este 
nevoie de el; în felul acesta se economiseste munca de programare, Subpro- 
gramele au rolul de a evita scrierea aceleiași secvenţe de instrucţiuni de 
mai multe ori. 

Să considerăm, de exemplu, următoarea problemă: se cere să se rezolve 
sistemul de ecuaţii 


ах 4 by =u 


cx + dy = 7, 
» 
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unde (u, v) este soluţia sistemului de ecuații 
(x + by =e 
ex + dy = f, 
jar a, b, e, d, e, f sint numere dale, р 
Programul nostru va trebui deci ca, după citirea numerelor А, B, ..., 2. 
să obțină soluția (X, Y) а celui de-al doilea sistem, apoi să considerăm 
pe X, Y ca termeni liberi ai ecuaţiilor ce formează primul sistem si să 
rezolvăm acest prim sistem, 
În lecţia anterioară am prezetat un program pentru. rezolvarea unui 
sistem de două secuaţii cu două necunoscute (programul REZSIS), Vom 
putea folosi parte din el ca subprogram, în felul următor: 


10. PRINT “INTRODUCETI COEFICIENTII" 
20 INPUT А,В, E 
30 INPUT C, D, Е 
40 GOSUB 1100 
SO LET E= X 
60 LET F Y 
70 GOSUB 1100 
80 PRINT "SOLUTIA ESTE"; X: Y 
90 STOP 
1100 LET He A« D—B«C 


1170 LET Y = JJH 
1180 RETURN 


Sà observüm apariţia a două noi instrucțiuni: GOSUB si RETURN *), 

Prima dintre ele este analoagă cu instrucţiunea GOTO; ea are forma: 
etichetă GOSUB etichetă 
și are ca efect saltul Ја eticheta indicată in dreapta. 

De exemplu, instrucțiunea 40 GOSUB 1100 are ca efect saltul la instruc- 
tiunea 1100 LET... După executarea instrucțiunilor 1100—1170, urmează 
о instrucțiune 1 180 RETURN, саге are ca efect saltul înapoi la instructiunea 
50, LET... . În continuare intilnim o nouă instrucțiune 70 GOSUB 1100, care 
provoacă ă reluarea executării instrucțiunilor 1100—1170. Întilnind iarăși 
instrucțiunea 1180 RETURN, va avea loc un alt sali inapoi, de dala aceasta 
la instrucţiunea 80 PRINT.. 

Felul in care se ия poate fi schematizat in figura VI.4. Se 
observă limpede cà instrucţiunile cu etichetele 1100—1180 se execulă de 


) Verbul to return înseamnă, în limba engleză, „a se inapoia*, sau „a reveni la 
locul de plecare“; gosub este compus din Чопа cuvinte: go (..du-te*) si prescurlarea sub 


de la subprogram. 
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1100 LET «+ + 


501ЕТ... 


000.006 


7050581100 


ә 
Фосоооо о 


1170 LET.. . 
TIBORETURN 


&OPRINT ss s 


Fig. VIA, 


două ori. Instrucţiunile RETURN urmează intotdeauna, în execuţie, unor 


instrucţiuni GOSUB gi realizează un salt la instrucţiunile ce urmează direct 
acelor GOSUB. 


EXERCIŢII 


1) Programul următor: 10 INPUT A, B 
20 LET XSA 
30 IFA < = B THEN СОТО 50 
40 LET X= B 
50 PRINT X 


+ 


are ca scop determinarea celui mai mic dintre numerele A si B. Modificaţi-l în așa 
fel incit: ХАЙ 
a) să aibă са rezultat determinarea celui mai mare dintre numerele A si B in 
troduse; 
b) să apară mesaje explicative suficiente. { 
2) Intocmiti un program pentru aflarea restului împărțirii unui polinom Р(Х) 
la (X — a)(X — b), cunoscînd valorile a, b, e = P(a) 51 d = Р(5). 
3) Intocrniti un program pentru aflarea numerelor и și e din relaţia 


aX +b u 0 


а. mi 
EEN = “Дэс dia 


cunoscind valotile a, b, c $i d. 
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INSTRUCȚIUNI DE CICLARE 


Să PROS un program pentru calculul si afisarea pătratelor nume- 
reloe N + 1, М--2, N+3, N + 4 si IN + 5: 
10 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL N"; N 
20 LET Х--М--1 
30 BET Үл ^ * X 
40 PRINT X; 
50 LET X = N 4-2 
60 LET Y = X * X 
70 PRINT X; Y 


140 LET X = N.+ 5 

1505 рт х 

160 PRINT X; Y 

170 PRINT “TERMINAT” 


Observăm că mare parte dintre instrucțiuni se repetă, chiar de 5 ori. 
Limbajul BASIC, ca de altfel toate limbajele de programare a calculatoa- 
relor, permite evitarea гере! Шот. O posibilitate este folosirea instructiu- 
nilor de ciclare FOR-TO/NEXT*). Acestea au forma: 

etichetă FOR variabilă = valoare inițială TO valoare finală 

etichetă NEXT variabilă. 

Să resoriem programul de mai sus, folosind aceste instrucţiuni noii 


10 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL IN": N 

20 FORCE ES ВТО 

30 LET:X=N-+C ! 
40 LET Y e X*«X 

50 PRINT X; Y 

60 NEXT C 

70 PRINT "TERMINAT" 


Programul este acum mult mai scurt; a apărut în schimb o variabilă 
nouă, C, care Тан rolul de „contor“. valorile 
Dien 1, 2, 3, 4, 5, numi irind de cite ori se reia execuţia grupului da instruc- 
tiuni 30— 50. LE că grupul de instrucţiuni саге se repetă (se reia) 
este încadrat între instrucţiunile 20 FOR... și 60 NEXT... : 

La fiecare reluare deci, valoarea variabilei C creşte cu 1, Atunci cînd 
valoarea lui C este 6, deci а! valoarea finală 5, execuția programului 
va continua cu prima instrucțiune de după NEXT, АЙГА cu 70 PRINT... 

Să analizăm cum se execuţă programul: 


ПОР БОҚ? CIETO 
ПОМЕТ (без 1 
30 МЕХТ С 


Această variabilă ia pe rînd, 


*) Îndimba engleză, for înseamnă „pentru“, to înseamnă „ріпА la“, iar пелі tnseamn& 


„următorul“. 
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Ba prima vedere s-ar -părea că instrucțiunea 20, ce ве află intre FOR si NEXT, 
ве execută de două ori (pentru valorile 1 gi 2 ale contorului C). Nu este insă 
asa | Întrucit creşterea cu 1 a valorii contorului C, asigurată de către instruc- 
țiunea FOR, este compensată de scăderea cu 1 a valorii lui C provocată de 
instrucţiunea 20, constatăm că variabila C nu va lua niciodată o valoare 
mai mare decit valoarea finală 2; execuția programului va continua la ne- 
sfirșit | - 

S-a intimplat asa deoarece am modilicat valoarea contorului, între 
instrucțiunile FOR si NEXT. Pe viitor evitati să faceţi aceasta! Ca o regulă, 
valoarea contorului nu trebuie modificată necontrolat între instrucțiunile 


FOR și NEXT. 
Să rescriem, folosind noile instrucțiuni învăţate, programul pentru 


calculul mediei aritmetice a 10 numere: 


10 LET S= 0 

20 FOR C =1 ТО 10 

30 INPUT "NUMARUL"; X. 
40 LET 5 -5--Х 

50 МЕХТ С 

60 LET М = 5/10 

70 PRINT “MEDIA ESTE"; М 


EXERCIŢII 


1) Întocmiţi un program pentru calculul sumei si mediei aritmetice a 5 numere, 
cu afișarea mesajelor corespunzătoare, 

9) Întocmiţi un program pentru calculul pătratelor numerelor naturale cuprinse 
între 41 si 99, folosind instrucţiunea FOR, cu afișarea corespunzătoare a rezultatelor. 

8) Întocmiţi un program pentru calculul sumei cuburilor numerelor naturale cu» 
prinse între 4 si 30, folosind instrucțiunea FOR, 


6. ALTE FACILITĂȚI ALE LIMBAJULUI BASIC 


бага am putea să extragem rădăcina pătrată dintr-un număr X, folo- 
sind calculatorul? Dacă ne mulțumim să obținem rezultatul cu 8—9 cifre 
exacte (ceea ce de obicei este suficient), atunci acest lucru este foarte simplu: 
limbajul BASIC dispune în acest scop de o funcţie, notată SQR*). Un pro- 
gram simplu ar putea fi următorul: 
- 10 INPUT “NUMARUL X"; X 
20 LET Y = SOR(X) 
BO PRINT "RAD. PATRATA ESTE"; Y 


*) SQR este o prescurtare de la square root, ceea ce în limba engleză înseamnă 


„rădăcină pătrată“. 
Cuvintul „funcţie“ este folosit aici într-un sens-diferit de cel utilizat în partea I 


a manualului. 
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Y TUE DA г : Schema logică este următoarea: 
| Avem la dispoziţie și alte funcţii, dintre care amintim: а) funcția M 5 


sinus SIN; b) funcția cosinus COS; c) funetia tangentă TAN (in aceste [unetii 
argumentul, adică mărimea unghiului, trebuie exprimat în radiani, nu în 
grade 1): d) funetia parte întreagă INT; e) funcția modul ABS. 

Limbajul BASIC este creat relativ recent (in anul 1960), după mai 
multi ani de experiență de progruinare in limbaje mai vechi (FORTRAN, 
-COBOL' etc.) Datorită experienţei acumulate, s-a decis să se permită o 
serie de facilităţi, care să usureze munca programatorului. Prezentăm numai 
o parte dintre acestea: ; 

1) Pe aceeaşi linie de program (identificată de o etichetă) se permite 
scrierea mai multor instrucţiuni, separate prin semnul: (două puncte). De 
| exemplu, iată trei instrucţiuni scrise cu o singură etichetă 


ПО FOR E = ТОЎ ШЕ ХХ ДС. NEXT С 


2) Se permite operarea si cu cuvinte, nu numai cu numere, De exemplu 
"BAS" + "IC" = “BASIC” 


Regulile de lucru cu operațiile cu cuvinte nu sint complicate, dar depăşese 
cadrul manualului. : 
3) Se permite salvarea datelor si rezultatelor, nu numai a programelor, 


în fișiere speciale, pe banda magnetică. 2=/d/2a 
хяту-2 


4) Există si alte funetii, instrucţiuni si comenzi, pe care nu le pulem 
Х,зу»2 


prezenta in acest manual, Citiţi si alle cărţi, din care să invütati tehnica de 
programare structurată; totodatá insusiti-và aritmetica binară (in baza 2), 


Să prezentăm, in incheiere, citeva programe utile. 

a) Program pentru rezolvarea ecuaţiei de gradul al doilea ` ; ( БАҚ” 
< ' b) Program pentru determinarea celui mai mare divizor comun da 

două numere naturale a şi b, prin algoritmul lui Euclid. 


10 INPUT “INTRODUCETI NUMERELE A, B"; A, B 


ах? + bx + c = 0. 


T 


10 PRINT "INTRODUCETI COEFICIENTII A, Ia «s 20 LET X=A'.LET Y = B: |F B > ОТНЕМ GOTO 40 
20 INPUT A; B; С: IF A<>0 THEN GOTO 40 30 PRINT "ATI INTRODUS B — 0. REPETATI" : GOTO 10 
= 30 PRINT “ATI INTRODUS A =0, REPETATI": GOTO 10 ` 40 LET C = INT (X/Y) : LET R =X — C» Y: IF R = 0 THEN GOTO 60 


50 LET X =Y: LET Y К: GOTO 40 


| 2 2-4 50] > 0 
APOLD Dues Б Bia Aa р, THAN БОТО р 60 PRINT "CMMDC AL LUI"; A;" SI"; В," ESTE"; Y 


50 PRINT "NU ARE SOLUTII REALE" :STOP 
60 LET Y = — В/(2* A) :lF D < > 0 THEN GOTO 80 , c) Program pentru aflarea rădăcinii pătrate din numărul pozitiv a, 
70 PRINT "O SOLUTIE X =": Y: STOP cu 5 cifre zecimale exacte după virgulă. 
80 LET D = SQR(D) : LET Z=D/(2+ A) 10 INPUT “INTRODUCETI NUMARUL A"; А IF A < 0 THEN GOTO 10 
jb LET m Ve ТТЫ 20 LET X = 0: IF A = 0 THEN GOTO 70 | 
I 30 LÉT X a | 

100 PRINT “DOUA SOLUTII, X1 ="; X1; “X2 ="; X2:STOP ораи 
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40 LET Y = 0. 5 « (X + AJX) : LET D = ABS(X — 
50 IF D <0. 1E —5 THEN GOTO 70 
60 LET X= Y GOTOO 
70 PRINT "RAD. PATRATA DIN": A;" ЭВЛЭЛ 
Făcind următoarea modificare: 
40 LET Y =0, 5« (Х + АЈХ/Х) : LET D = ABS (X — Y) 


și modifieind evident mesajul din instrucțiunea 70 PRINT.. 4 ве obţine un 


program pentru aflarea rádácinii cubice din numárul a, în aceleași condiţii 
1 


(Comparati rezultatele obţinute folosind aceste programe cu tabelul de la 
slirşitul manualului.) 


Observati cá in instrucțiunea 50 IF... apare 0.1 E — 5. саге este de 
fapt numărul 0.000001 scris în forma standard (E fiind o prescurtare de la 
„exponent“), 


d) Program pentru calculul valorii P(x) a unei funcţii polinomiale 
Р(х) = аһа" - ay 273 + a 010 F а. 
10 INPUT INPUT “GRADUL POLINOMULUI?; N . 
20 INPUT “VALOAREA X?"; X - 


30 INPUT "INTRODUCETI COEF. LUI XTN';B 

40 LET K = 

50 LET K=K—1:1F К < 0 THEN GOTO 90 ! 
60 PRINT “INTRODUCETI COEF. PUTERII ИК 
70 INPUT А 


80 LET B = B* X + A: GOTO 50 
90 PRINT РО)" 


INDICAȚII SI RĂSPUNSURI 


Pag.3. 8) Adevărate: a); b); c); e); g); h); i); j); 1); n); oh 
4) Adevărate: a); b); c); d); e); f); g); h); i). 


5) Se stie că: AU B = (z|v& A sau ze B; АПВ = (| єА și ee By, 
A— B= (z|ze&Asi zc B), in N; Z; Q; R; R —Q reprezintă respectiv mulțimile de пи» 
mere: naturale; întregi; rationale; reale; iraționale. 


6) Adevărate: a) i; ji; b) NC Z c Qc R si deci R«Q C B. 
11) Se reprezintă ре axă 1-8; 0; 3). 


19) Prin patru puista 


Pag. 4. 1) h); i); j); k) se scoate factorul comun; 
2) Adevürate: а); 4); e): h); i); j); 1). 


В) a) а = 27; b) a = 2000; с)1 989; d) a = 104; e) a = 8; f) a = 0; g) a =0; 
h) 0 == 9. 


4)A = (7); Bd. 
6) Adevărate: a); c). 
7) a) a = 124; b) a = —271; с) а = —25; 


8) 4 = (—?); B= 0. 


1 1 
10) Se stie cá at= 1 şi q3 =— . 


an 
11)23)a— —6; b)a= —1; c)a = 3; d)a = 2; e)n = 12; f)a = 8. 
12) A — En ОДО g: 
12 
14) aja = —1; b)a = 3; c)a = 1; d)a = 2; е)а= //3+ 1; t)a- V 24-41 
g) a= —10; h)a = 2-5; i) a = +10. 


15) A = (+ 5); B = Ø. 
16) bb e R— 9; с) а= z+ V 3y; рев V 2y, unde (s, y) e Z, 


d) a = |/ 3 si a = |/ 5 imposibil, deci а = 0. 
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Pag. 6. 1) Be știe că] a | = | dea Apă saci 


—a dacă a « 0, 

8) Spre exemplu' | a | = 4 înseamnă a = +4 și a = —4, 

5) Adevărate: b): c); d); e); 1). 

6)a)zs 0; b) x 0; c) : e R; d) z< 0; é) 2 < 0; f) z < 0. 


9) 4 = И 8 (0); G {4,18 DS (78; -2: 1:071; 2; 8), 


° 


11) a) —3; 5) — — ; e) 5; d) | 8— 2|; e) Dacă 2360, [а |; dacă m = 0, 0; 
ә 


î)lzh e) as. 


Pag. 11. 41 A =[—1,&]; P = (8,7); C = [—3; 05^ D = (—3; 3); C = [0; оо), 
F= (2; co); 


бз(-; 0) H -(-ө; sa Im (oo; -%; Г [—-8; о) К = (=: 4]; 
L-[5; o) M= (05; 25: N = (= VE Via о 225 2 
P #==[—1,(6); —1,(5)]. 
5) Adevărate: i), iii). 
6) a) Ia = [0, 90); b) Ts s (=; —1); с) Za (0; 0,9]; ¿== (0; 1); T; = [0; 1] 
14) a) 1,21, 
Pag. 12. 1) a) [—2; 7]; b)(—5; 3]; c) [-2; 9]; e) [-3; 85; D 13, 5; 51 
8) [—2,(16); 4,41]. 
4) Interval; а); b); ej. 
5) a) [1; о); b) (—1; о); c) В, 
7) c) (1; 2; 3; ар d) (—2; —4; ор e) - 5; vă); £) 6 24 
3 
12) Intervale: a); e) 
Reuniuni de intervale: restul, 


18) a) (-; —3]U [3; +); b) (—co; —4] U [3; о); с) (--00:--5) U (+5; co 
d) (-о; —5) U (3; 4-oo). 


Pag. 19. 8); 4); 5): 6); 7): Se rezolvă direct, prin inlocuirea în ecuaţia respectivă a 
necunosoutei cu valoarea numerică respectivă, sau rezolvind ecuaţia propusă si apoi con: 
îvuntind soluţia ecuaţiei cu numărul respectiv. 

8) Se rezolvă ecuaţia si apoi se cercetează dacă ,$ apartina mulțimii date. 


9) Analog. 


13)a) S = {1}; b) $ = {40}. 


14)0 singură soluție sau mai multe (soluţie unică sau identități). а), b) identității 
е) o singură soluţie; c) si d) nu au soluţii (ecuaţii iinposibile). 


15) Nici o soluţie sau o soluţie (Imposibilă sau soluție unică) а), c) soluţie unică; 
b) imposibilă; restul, nedeterminări. 


10) În a), b), c), d) 89 face x = 2 si apoi se rezolvă ecuaţiile in necunoscuta a 
17) Analog. 
18) m = n = 0. 

-20) 1 8) m e R*; b) ne R; с) n e R — (—1; 05; d) me R*; е) m eR; 
i)m eR – (—-2,?25g) me R; h) т e R*; i) ecuaţie imposibilă; 9) a) m e R*; 
)) те R; c)m eR — (—1; 0); d) m e R*. e) m e R; f) me R ~ (—3; 2) 
g)meR-— (—1;1j; h) m e R*; i) ecualie imposibilă; 


3) şi 4) se deduc din precedentele. 


22) a) m'w = —a; a # т % 0, o singură soluţie; a = m = 0 identitate; a Æ 0 si 
m = 0 imposibilă. 1 


dam 
mati i 


b) а(а + m) = 2am; a = —m o singură soluție: $ = | р а xs m == 0 


а + т 
ecuaţie nedeterminată S = В; 


1 


í — m 


с)т уға, s= I 


| ; m = a, ecuație nedeterminată S = R; 


d)a Z m, Š = {a+ m); m = a, ecuaţie nedelerminală, 15 = В, 


Pag. 27. 8) à) c & [—3; о); b) > e [nu о); e) z e (—co; 1].; d) z e (~; —2]; 


8) а) 5(2-+- 1) —2:2 2 20; 3z > 15; z є [5; +оо). 


9)b) -4(2- 1) 2 — 152; Ma > — 4; z Е ; +e). 


т— 1 


10) а) 220; b) —2z0; о) 24120; d) —2—120; е) 20; f) — 


D 


11)a) z < 0. 


3 3 cs 
18) А. 227— 122; 22 3; zy > — si ехо; +o); тем — (0, 1), deci 
i 2 2 


A= (z ë= N | a > 2}. 


— 


14) а) Se rezolvă sistemul диод apoi intervalul obținut se interseg. 


toazá cu Z, 
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15) бе rezolvă în R sistemul: 5 ә 


16) Pentru A. |z-1| € 7 


<» -- 


L0 Ы А 4 
17) v — ——— ; z 2:0; atunci 20 — 1 < 0: a < ДЫ. 
2a — 1 2 


} к  -23 
19) a) Бе rezolvă sistemul ` 
4--1>-9 À 
№ 
de — т> — 2—2 т> —2 
20) f) š = + 2z > 6 — 15 8 >—83; те(-%9: + о). 
de — z > — 14 — 1% Ф029 à 
22 — 3 
А > т — 2 
t 5 s 3 
22) Se rezolvă în 27 sistemul 


9 
| 22: o Lm ам 
9 


э 


9 4 1: . . 
23) Se va tine cont de inegalitatea triunghiului, 


1 
5i : : AS 
fa Pag: 29. 1) Prin înlocuire directă se rozolvă respectivele inecuatii și apoi se veri- 
fici сай elementele mulțimilor date aparțin respectivelor intervale, 


A 


ü 


E 


2) b) Se formează sistemele 1) | ec 1-0 sau 9) | @ +4 


— a >0 95—2«0 
Se rezolvă sistemele 1) si 2) si apoi se reunesc intervalele obtinute. 


3) a) 4z(2x — 4) > 0; b) (2z — 4)(2x -- 4 0: — 99 : 2--0: 
е) (5x — 4)? < 0. MEA esto a) le p 0/6) 46-30) 


4) a) 2— z > 0; b) z + 5 < 0; e) 9 4 : З 
2 ? 2 < A т- < 0: Š : 
Ше TY ) 2x d) fractia.nu poate deveni egală 


т”, 89 КЕ ^ 
Pag. 82. 1) c) 2 = 0,5; у = 0,2; 2) d) c= —1, y = 1;-е) Solufia-este (5; —3 


URET И 5 | 
20) Е 2) 2) [з x) c) E zx 4) (8: 0.8); e) (60; 36); 


o 94 60. 22 609 1117 
Pag. 81, 1) ә J: Jaon = у M. 2) a) (2,25; 3,2);-5) (9; —94 
77 , is хаг /$ 


7 590 7 
($ -4) 3) a) (3; 6); 9(-2: Ex 4 
8 2 : 
Pag. 86, 1) a) а--5, у- 11, 2=17; b) (18; 12; 10); с) (5; 83;-в} | 
2 (8, 28, | b) (9: 9: 6) | 


Pag. 89. 1) 20.5 m, 24,5 m, 27,5 m, 2) 17,5 cm, 25 cm, 29,5 cm. 8) ВМ si BP 


è 1— brc z t 5 ecti 
au lungimea 2276 4) 953 kg, 44 kg. 5) 81, 16, 3; 6) 45, 15 respectiv 5 litri 
pe minut; în 88 min. 20 sec, 100 min., respectiv 300 min. 


Pap, 49. 1) a = —5. 3) Graficele sint drepte paralele, 6) Graficele sint semi- 
: E 1 š 
drepte. 8) a) flz) = —414z + 24; b) gíz) = 2x + с) Nu. 9) а) T= 20---- в, 
30,5 
a fiind adincimea în metri, iar T temperatura in °C. 
Pag. 51. 6) g(a) = 280 — ёш. 6) f(x) = at — 62+ 7. 8) Nu. 
Pag. 64. d) b) 64 ehm. 


Pag. 60, 3) X* — X* — 2X -- 5. 


8254 > 
Pag, 56, 1) а) —4X*; b) — — X*; с) 5X* 
2 


Ний: 18.:1)(0) Эс: SX =; В) ec BOE «uc RS LR 
d 2 


2) a) Citul Х--2, restul —1; b) citul 9X 49, restul 47; c) Restul 0. 
2) a) Gitul X — 1, restul 2; b) Citul X* — X--1, restul 0. 5) Citul la prima impaàrtire 
este impártitoru] la cea de-a doua. 8) a) А43- УХ Y'X — b) 5Х--2Ү; 
c) Citul 2X + ЗҮ, restul 4Y X + 2Y*;.9) а) —6Y X + 18Y*; b) —6XY + 248. 


Pag. 60. 1) а) Nu; b) da; c) da; d) nu; е) da; f) da. 4) m= 44. 


Pag, 61. 1) e) (X — 1)(X4-1)(X*4-1)(X?— 2.321) (3*-2X 4-1). f). (Х-41)-(47-н 
4 X 4): (X9 4- X?-- 4). 2) Reductibile sînt X° — 4, X? — 2e (Z И 2)(X + Vah 
ді &Х+А‚Х%+8 = (XH 24), I (x Vă — WV2X+ W 5) și 
К*+1 = (X2— VILA + /2X +1). 4) Valorile Pla) si Q(a) sint egale pentru 


orice a; de tapt avem același polinom, seris în două moduri diferite. 


Pag. 69, 1) a) rest —9; 5) rest 8; c) rest —9; е) rest --1% 4) 0,869. 


9 46 2 

6) m= —— ,n= - „restul — — . 
m à 3 
3 3 


Pag. 08. 2) a) —3, —4 si 3; b) —3, —2 si 2; с) -1,1 si 3. 


Pas. 64. 2) c) (3X — BX + 4); 4) (6X -- AV(6X -- 4). 3) а) 9X* -- 30X° + 25; 
\ 


25) 9X* — бох 100. 4) a) (X*-:0,5)5; b) (3° — 2). 5) а) (X* — 0X" 4; 


b) (*—41)5X--5)5 e), X*(5X — &)(5X - 4). 6) b) хх ТЕБЕН 3); 
с) Х(И зл — 1) 2X 4:41) 


221 155 
R Pag. 65, 7) a) (2Х--8)(4Х7--6Х--9); b) 2X(X?--12); с) iS xi. [Lx 


elTe. 2) e) (X — x c apu — Хал) 3) a) (x - F3) V 2x- V A 
1515 V O+ Wax + 2 D 
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Pag, 66. 7) а) (X — 3) (y > 8) (X--8)(X —2) 7) (8X— 1) (X 2), 
4) a) (X — 1)(X — 2)(Y*4- 3 18): b) (X—1)(X--4)(X?--3--6); e) (Х-4)(Ха- 
а) (Кк-44Х--44Х-21Х--21: f) (QX-—1)(X4- 1)(X —2)(X? 4- 2X 4-4). 


Pag. 67. 2) a) (X — YWIS Y); 5) (44 
5)(Y-4- 3); е) (XY — a?) (Y-- V-a): |, (X 

) ЕЗУ); b) (X = УЕ Y)(xX* - Yrs 2 

d) 3(X — Ү)8Х--Ү):е) Х(9У — 4Х)9У-- 4X); (t 3X — 2 Y?-- 12X Y + 167°), 

2) a) FE E 55 А = Y 94); 5) (Ес У)Х- 

=Z X+ Y2); e) (X — a+b)(X+ a — b); 4) (aš 53) ға. Y°); e) (X — Y) (X? 
FXry- y) 2) Completaţi pînă la un pătrat perfect: (0% $уз)2 (22 Y). 


c) (X4 AM X В); 
3 2) a) (X— Y)(X4- 
Mc pi h e) (3X -2Y) 


Pag. 69. 2) a) А4 Y; 6) X 1:60) 2X 4-3; d) X —2:e) Ж--9; у = ДІ 
Е) Хас»; h) 4-2. 4/а) X — Y; b) (X— Y). 5) а) Xt — Х--1 nu se divide 
nici cu X — 1, nici cu Y+ 1; 6). X+ X -- 4 nu se divide nici cu . Y — 1, nici cu X 4- 2, 


Pag. 71, 2) а) X* — АХ -- 3 san 2? — 8X 4- 6, 5).Х94-3Х4-5: c) Sint prine 
între ele; g) A9 -- X? -- X + 1; h) X — 1. : 


Par. 72. 2) (X I a)(X 227 LOIR = с) = © c (а +b + ox (ab + ac 4 bo) Y — abe. 
3) a) X(X — 455 b), Х(Х*— В); c) X(3*4-1); d) (3Х4-8)(27 38-58): е) Х(Х%— 1). 
ó) b) X*-- X* — X? — 1. 


Pag. 74. 7) c) Р( 2) este aproximativ 5,1. 2) a = — 54, 4) a) — 42. Y; 
b) —X*4- 1. ; ` 


9 ^ 
Pag, 75. 3) y = — ; y 50. 
7 


9Х 9 
Pag. 76, 2) а) — CES x; se simplitică!). 4) a) ¥ -= 3; 
+ $ 
Х-Ү-ї 18X(X — Y) 
dicc a wr 4) 2% p 
-—X-Y-—Z X3 


: 1 
Paz. 78. 2) a) 1; 5) — TUN 0) —2; d) =5; е) 0. 


P 80. 2) a) 5: b) X52 We us 9 
ag, 80, 2 97 —— i 
X 274 
Ap x 1 E : 

Pas. 88. 2) с) 51) Sa di Q6 5) b) si 

1 
c B 
) ЕЕ. 

Paz. 84 ME s : 

"Эрч, ЕЕ, е 20307 
LY АҮ X 
Pag. 87. 6) ах с) — —. 4) а) 3J* (X Vi с) -----. 
5) Х-1 | (Y+ У)(Х?-— үз) 


8) Transtormaţi mai întii in fractii raționale, арфі 


simpliticaţi-le pe cît posibil! 


Pag. 91. 3) Toate. 5) b) Nici о valoare 
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Pag, 04, 2) b) si f) nu au soluţii; А) Dacă a == 9, atunci are soluţia 0; dacă a st 9, 

nu are soluţii; /) nu are soluții; m) Dacă m = 0, atunci are soluția 0; dacă m 7 0, ecuaţia 
/» š . : 

ате două soluţii; 2) Л) 0 si ——-. 6) а) Soluţii —26 si 24; с) nu are soluții; d) o 


singură soluţie; —2; g) soluții — [^2 si — y o; 1) dacă m= n, о singură soluţie! 
8) Indicatie: analizali posibilităţile а = 0; a 5 0. 9) Oblinem ecuaţia |/ 202 = 1; aptezi- 
ша! soluţiile ei. 

Pag. 99. 2) a) 2 $i 125 b) — —12. 4) Ecuațiile au aceleași soluții; ce puteţi 
deduce? 6) Nu. Z) m = —92 sau m = La 9) Folosiţi tabelul de la sfirsitul manualului, 
10) m = --9; à doua soluţie este 25. 


‘Pag: 108. 6) c) nu are soluții. 8) а/8-1 5 gi 34- 4 5:0)-4- V 23 si 


—44- / 32: d) o singură soluţie: 2. 
Paz. 106. 3) Folosiţi relaţiile lui Viéte, după сал, b) а= —-—, m= —9; 


с) zi=1, m=3. 4) 311 si 26. à) 192 si 75. 7) Penlru m=? și n= -—4. 8) 9 WE. —9, 
9) Da, pentru m = —1. 


à X 4-13 2 3X — 1 ЗОЛОО 
Pag. 108, 2) a) = i ; b) 5 е) SX e 3) Diseriminantul este 


negativ doar pentru m Z 0. Pentru m = U trinomul este reductibil! 
Pag. 112. 7) a) Soluţii 2.si — c) nu are, soluţii; e) nu are soluții. 2) b) Nu 


are soluții; 1) o singură solulie; 2: k) 4; 1) 6. 3) a) Patru soluţii: + Tu: + V 11; 
b) nu are soluţii. : 


Pag, 116, 1) 40 m. 2) 79 şi 80 ст°. 4) хасаа diagonale; 20 laturi, 


9 


4) а= 953.5) & msi4 m:5m si 3,2 m. 6) 12 si 8 ohmi, 7) 80 cm si 100 em 


š “ 15 c 84 —1435 
Pag. 117, 1) Evident, 4,088: 2) ит 15; pe 485 , 5) wu 21485 
22 225 v 416 
4) a) m= —3; b) m= —3; с) m = А. 6) Aproximaliv 0,34866 - 10% şi 0,142 - 1073; 
22/73 1 247% 40 
0,1776 - 10*, 6) а = — adică aproximaliv 12,8 em. 7) а= 8, b= 090. 
D 


+ 
8) Între 2,2016 si 2,56054. 9) V/34 em, adică aproximaliv 5,8 em. 10) Negaliv; pozitiv. 


71) 2. 12) 2 si артохилайу 3,8, 18) | 2— | 2. 14) Indicalie. Aplicaţi teorema lui 


Pitagora celor două triunghiuri dreptunghice neasemenea din lig. 4% lan. 54 —3|/ 1— T= (1/2). 

15) Volumul este de aproximaliv 0.14 + 00: Kkm?.. 76). Л — 3 КО; cirenitul poate fi 
înlocuit prin rezistorul R. 27) 0,5 КО. 18) Adunám, apoi scădem cele două ecuaţii. 
Soluţia este (8) 2). 19) m = —7. 20) Soluţii: orice număr real diferit de —1. 
21) а = 5. 23) po N. 25) 24. 26) m — &, n = 6, 27) Q(X)- (X — 2)(227— 3) 2-3). 


28) а= —83. 29) Citul este Лл алт 2 91-34, k qn-? + qn, 80) a = —2. 
31) а = 7,.) = б, ¿= h, 22) "'rebuie ca Р is] —0; a=4, b= —12, с=5. 
3 


33) RE YO (р): S= eium 1)(23 — Y°); 34) (X — 2%. 35) (X 4- Y (E 4- 2). 
36) Х(Х-11Х-4431--8)Х-64) 47/ ам —8 sau a = —94; nu, deoatece іп 
acest ca? ar trebui să fie 0. n а) s= —125; b) s= 13; c) pentru nici o valoare: 
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4 т +1 LENT 4 Ае A 
89) a) M+ > b) ЖИН. ӨР 414) 53 — 1. 0) a) ZZ — 9; b) TL 


2Х--18 X*4- X+ 6 297 
e) сше 24) си da ‚ 41) а) Este de preferat să notăm X* — 1 = У; I 
X 6 X43 ' EM 
eU AU BS 12Х--16 
X*- X 4d (Xe — a X* — 16 
T Х-1, 121 4-18 . bin! 
. d$) a) "aem. b) ҰЛТ ANL) e PY. 


b) La fel notăm X*- X = Y; 


X?4- y?-- 73 


X44 XYZ 
x:— 3XY Yu ау” 8-3Х-38 1 
44) o) ХО ЗХУ уул, e) -2-5-, а) 4) ———— 4 уз; 2; 
je e HU MNT Qe а nep T a s 
3 ° Я; 
2 


40) Corect c). 47) a) -92 # 06; b) — și i с) Bu ow у Ai 
7 3 3 2 


D 


e) » 


E Su Pal 3 
a > si E . 4) a—1 sau а= 2. d9) a) x'— x-ry e 0 вап 


a 


18 
121 


a0 1 A 
16x? — 16x--3 = 0; b) x*--— x — — —0; с) +2 x — 0; d) х%—8х —1=09. 
‹ n 1 


12 6 


50) a) x! — 2ax+ а? — 58-0. 51) а) ах? — Ьх--е==0; b) ax*J-2bx-- ke = 0;. 


c) ах + (b — ба)х+ (c — 2b + ña) = 0; d) сх bx 4- a = 0. 62) m = —12 sau 711—412; 
&-+ x 


m= 0. 53) a) m = 12; b) m= —1; e) m = 15. 64) Notăm у= 2222 de unde 
А 1+x 


у Ж ; 
ЗГ ; ecuaţia de gradul al II-lea у? — my — 1 = 0 are discriminantul pezitiv, 
у= | x 

oricare ar fi m real. 65) m = 22; soluţia 5. 66) Nu. 67) с) și a). 68) Nu. Prima 
inegalitate se deduce din faptul că discriminantul este negativ. 59) a) Soluţii —3 și 3; 


e) soluţii 5 și —2. 60) a) Soluţii —m si 4m; b) soluții —m —1 şi- —m +1; 


1 2 ` 5 4 
d) о singură soluție: зк 61) a) Soluţii —2, —1, 1, si 2; d) o soluţie: 9; 


ДРО iod pya 
) & şi 5. 62) Discriminantul se poate scrie — е (n — р) + 
9 9 


2 


е) o soluţie: 3; 

+ E (p = т), deci nu poate fi negativ. 63) Dacă т este soluția comună, atunci 
2 

т este soluţie a ecuaţiei (ax^-- 3x-- a^-- 1) — (ах? + 2X-- a? 4-2) = 0, adică æ= 1. 

Dar 1 nu poate fi soluţie a primei ecuaţii, orice valoare ar avea parametrul a. Presupune- 

rea că ecuaţiile au soluţie comună este deci falsă. 64) Dacă p este numărul participanți- 


lor, numărul partidelor jucate este ир 2! ; 40 participanţi. 65) Lungimea celei de a 
aproximativ 2700 întășurări; filmul 


n-a întășurări este aproximativ (3 -+ 2n * 0,1)7. Încap 
. Deter- 


are lungimea de aproximativ 1398 m. 66) Tàiati bucata mai întti paralel cu o bază 


minali la ce distanţă de bazăl 


Pag. 199. 7) a) 0; b) 1. 2) 100. 2) Numerele sînt pozitive. Comparăm pătratele 


lor cu 97, 4) Al doilea este încărcat cu peste 3.5 m? pietriș. 5) Indicalie: arátati cá nume- 


rele se divid cu 3. 6) 34 cu minecá scurtă și 1 cu minecă lungă; Ја fel, sau 35 сп minecă 
scurtă, 7) 100 numere; 50 numere; 12 numere; 20 numere. 8) Nu există astfel de numere 
naturale; ele ar trebui să fie divizibile cu 16. 9.5-7-11-13-17-19.9)а)а=&=1; 


a—4;b— —1,c) a—b —4. 10) а) a2+ y? = 16 e posibil doar dacă = 0, y = 4. 
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Rămine z!-- 16 = y, care se mai scrie 16 = (y — х)(у + z). Observati că apar doar 

posibilitățile y= 2-1, у--г-2 şi у— 2--4; 9) 15, 16,..., 21; c) Dacă asti 

este primul număr, obținem cá г(24-- a — 43) = 4, de unde 25-1, y = 2 sau 2-4 

Cazul z = 1 este banal. Cazul z = 2 nu convine. Numerele sint 21, 22, 23 și 24. 
1 жч Ч : ` 

11) Între = pid 12) Cel tirziu la ora 9 si 49 minute. 79) Aproximativ 47. 14) În 
„ 


090/ > 
82%. 17) 2mrira. 


6 ore și 40 minute. 15) Plimbarea pe riu. 16) Nu, ci doar cu ; 
‘(b — a)(e — Ь)(а — с) 


7 20 


18) f:[2; 51— R, Ка) = — 2 — —. 19) Relaţia se serie 5 
ы j 2 > “абс 
D 2 ж ў ХЭС 5 (зе n+l 2y—2 * 2) 
20) 8; 56; 3104. 21) (X + Y+ Z). 22 (рк ЖОН р aa 
X3 — (Y.— 4) i 2 
25) Notám cu z lungimea unei laturi; atunci aria va fi 2 [5 5 2 = дё qub HH 
3 Š ! 5 P ai 


este maximă atunci cînd 2 = x . 26) Numărul de diagonale al unui poligon cu n laturi 
A 0 # 


ә 


= 3 : š 
este k 400 de laturi. 27) a) (2; 5);.Ь) (16; 25); с) soluţii (—2; —1) şi 
(2; —1). 28) da, nu, da, nu, nu. 


Pag. 124. 1) 14-54 87-4: Й 9-- 065. 4) Ridicaţi ambii membri la puterea 
a treia. 5) Da; nu. 6) Nu este corect să simplificám cu a — bl 7) Extrágind radicalii, 
nu este corect.sá neglijăm modulul! 8) 2222 si 9%. 9) Destăcind parantezele, este sumă 
de 16 pătrate! Cele 4 pătrate sint (az — by — cz — 41), (ay + bx -+ ct 4-.dz )*, (az — + 
-Fer--dy) si (at-- bz — cy + dz). 10) Primul, nu are solutie; al doilea si ecualia au 
soluția 2. 11) Deduceti cá dacă х+у=2, atunci zy < 1. 12) Este un pătrat. 
13) (a + c)? — b? + (a + c)? — bla + c) = (a + e + b)(a + e — b) — (a + e)la + c — b) = 
=(2a + b + 2c)(a — b +c). 15) 250 bu. 16) Două soluţii: 16 sau 48. 17) 10 porumbe; 


si 20 vrăbii si alte soluții! 19) Doar pisica nu minte. 20) 500 km. 


Pag. 196. 7) Prima ecuaţie are ca soluții 1 sau 3. Pentru а = —1, 0, 2 sau 3. 
2) a) a = 3, c = —9,c = 6; b) pentru m #0 şi m #1. 3) Citul este Х + 2а. Ecuația 


are o singură soluție, — 2a. 4) Citul este X, restul c. 5) a) Citul este 2X? + X, restul 
este 1; b) a treid; c) pentru x = 0 sau z = — 23 valoarea minimă este 1. 6) Doar 


primele trei! 7) Formaţi o ecuaţie de gradul al II-lea avind ca soluţii pe z şi pe y. Dis- 
criminantul ei este > 0. 9) а) Simpliticăm cu 2+ 4X+8; b) pentru z X —1; 


c) pentru t= —7, —4, —3, —2, 0, 1, 2 si 5; d) pentru nici o valoare а lui 2. 
š А X? — 9Х--4 : 
10) a) Resturile sint 0; 0) us uM EN 11) Anulati restul împărțirii. Rezultă 
š 2-4 
a=b=c=d=1, pătratul fiind (X:+ 2X + 17. 72) a = 4, D —12, c= 5; rádá- 


TES Ayr 
— si —. 13) 3(X-4- Y)(X--Z(Y +Z). 14) a) Restul este a+b+o; 


53 


cinile sînt 2, » 

pie ES | 
b) (P+Q— 2В)(1) = P(4) --Q(1) — 2R(1)=0; c) P(—1) +0(—1) +-R[—1) = (a + 
153 


| Š 3IN R РД ! SI CUBICE 
+b e ch 1) (—1)9 + (—1)9] 0. 15) а) oluţi Îşi 27, b) dacă ad, ө TABELUL RĂDĂCINILOR PĂTRATE 51 CUBIC 
' 9 9 


| 

| 
ÀLE NUMERELOR NATURALE МАТ MICI DECIT 100 | | 

| 

| 

! 


i ; LE Х? Жу А анайын а. m — —— -ы. 
soluție, anume 1 — 3 10) 80й 111 04170, 17) 1) ше — . 18) Doar punctele а= — кеі Уа 
| 7) Solutii 0 si )^ OW ) p à їйл V " Vi Vn 
2Х- — — n ы ыстын жы 
(0: 0) si (15 1). 79) n 20) Бегппа că diseriminantul ecuatiei esto 0, obținem i | 
ү? ПА 1 : | 
| 5 7,1414 9,7084 
т? — dm. = 0, de unde т 2. 22) Doluko (10; 6). 23) Ми are soluţii 1 1,0000 ( 1,0009 Р кй ч | 
24) a) Pentru a = 1 sau а = —940) pentru ж = —3. 25) a) fla) = 2r, gle) = —2a--8; 9 1,4142 1,2598 53 7,9111 3,7826 Е 
b) punctul (2; 4), 26) Р(0(Х)) (YAH aX 4. 2? — 3(X? HH -- 2) -- 2; citul este 3 1.7321 1,4422 83 7,9861. 8,7563 : | 
A+ d, 87) mz —3, n= 273 p == 18: rădăcinile polinomului sint 1, 2, 3 51 =3; ; 1 5814 БА 7.8485 3.7798 | 
97 ца 2 9 4 SE (6,94 2,0490 
28) 60 m, 60 m si 40 т, 29) m — —. 30) а? = EI - 5 лы) { СІ 
` ) б 2,2861 1,1100 55 7,4162 3,8080 | 
Уа | 
17 56 18? 3,825 | 
Pag. 131. 1) Gresoli sinl: a) арага хігешеі (reamintim că în scrierea fracţiilor 6 2,4495 1,8171 53 1,4888 nsu | 
zerimale se foloseste puietul, ni. уша; bj — 2 (putem tipări valoarea unei variabile, 1 9,6458 1,9129 57 7,5498 9,8485 | 
dar nu relaţia X = 2); c) A u (după IF Erebuie să urmeze o condiție, ce poale Ti adevá- 37) T атпа 
| lie, г ? f 1,6188 3,8709 
гий san falsa); d) după LET trebuie să urmeze numele unei variabile, nu o constantă 8 9,8284 2,0000 58 53 551 j 1! 
зай alleeva. 9 3,0000 9,0801 59 7,6811 5,892 г 
2) ау 36; b) 23. " 2,1544 80 1,1460 3,9149 | 
ЗО ЕТО ТОЕТ a 10 3,1623 ш 
1) a) Programul deleemina și аЙ еалй ullina cifră (cifra ша оғ) a numărului ------------------- тысы арам ағас, АПТЫ) | 
introdus N; b) programul determină si айсеада modulul, numareului N. р 3 7,8102 8,9266 | 
11 8,8166 2,2240 61 7,8102 8,9365 | | 
Pag, 134, 1) a) cifra 8: b) cifra 1 (numărul 21 este afişat po linia 8, coloanele 12 3,4641 2,2894 62 7,8740 3,9879 
11 si 12); c) cifra 6 din numărul 961. х ЖЕТ”? ің ЭРЛЭГ 3.9704 
F ү Ё Š 6 9,3518 6: 1,9318 3,979 
2) 110 PRINT AT 3, 5; А|120 PRINT AT 3, 8; 8| 120 PRINT AT 3, 12; С 13 3,6056 < ізі 
3) 40 DRAW 25, — 15 14 3,7417 2,4101 64 5,0000 1,0000 
4) РЕОТ 100, 100 | DRAW 80, 0| DRAW 0, 60| DRAW — 80, 0| DRAW 0, — 60 15 3,8730 2,4662 65 8,0628 ' 4,9807 
Al patrulea virf are coordonatele (100, 160). ЖҰ К 8,1940 4.0412 | 
5) Dreptunghiul are lungimea do 25 si înălțimea do 28. Întrucit din punctul (X, Y) 16 4,0000 2,5198 5 шээж T |! 
ue deplasăm în punctul (X + 25, Y), apoi in (X + 25, Y — 28), iar acoste „punele sint” “11 4,1291 2,8719 67 86,1804 — 4,0816 1 | 
pe ecran, va trebui ca 0 < X, X +- 95 < 255 si 0 < Y, Y — 98 < 175. Asadar X, Y sint б T DAGI 0817 | 
) ' ; , : 26 207 68 8,2462 0817 
numere inlregi si 0 < X < 230, 28 = Y < 175. š 18 4,2426 2,620 Ë | 
19 4,3589 2,6684 69 8,3066 АЛЫ | 
Pag, 136. 1) a) Evident, SAVE "PROGRAM", dal banda magnetică înapoi, 70 8,8666 4,1213 | | 
LOAD "PROGRAM" si RUN. b) Adăugăm 80 LET M = S/N | 100 PRINT "MEDIA ESTE"; М. 20 4,4721 2,1344 Ч | 
Atenție! Programul ar trebui completat cu o instrucțiune care să nu permită introdu- СЗ ӨЗА 382222 е = ! | 
cerea unui număr N negativ sau zero! Aceasta ar pulea [i 15 IF М-<--0 THEN GOTO 10, ) | 
2) a) Un semn de întrebare, intrucit se ,asleaptá* introducerea valorii lui А; 21 4,5826 2,7589 71 8,4261 4.1408 
b) P = 10; c) Р = 55, apoi P = 210. 29 4,6904 2,8020 79 8,4658 4,1002 
3) a) Rezultatele sint 5 = 10, 5 = 55, S = 210. b) Programele DOI si TREI J - ) 4.1798 
au acelaşi efect. Incercali să ёхрїїса de ce. : \ EE 4,1908 2,8439 15 8027 Pes 
4) a) Apare desenat un model, însă programul nu se opreşte! b) Se termină după. 24 4,8990 2,8845 74 8,5023 А, | 
20 de etape dacă-l complelăm cu instrucțiunile: 25 5,0000 2,9240 75 8,6603 4,2172 | | 
15 LET | 2 0[155 LET 1 = 1+1 |160 IF | 20 THEN СОТО 50 | 165 STOP 96 6,0990 2,9625 27 8,7178 4,9858 | | 
Pag. 139. 1) a) 30 IF A> = ...; b) 10 INPUT “INTROD. NUMERELE"; A, B 21 5,1962 3,0000 201 8,7750 4,2543 | 
50 PRINT “CEL MAI MARE DINTRE ELE ESTE"; X 5% 5,2916 3,0366 18 8,8818 4,9797 1 
2) si 3) Folosiţi REZSIS са subprogram. 9 
T : 89 58852 3,0723 19 8,8882 42008 | 
Pag. 141. 2) Folosiţi FOR C — 11 ТО 99; 3) LET S= 0|FOR C=1 TO 30| LET 30 5,4718 3,1012 80 8,9448 4,3089 | 
5 a S- Ca C G| NEXT С | PRINT S \ . | 
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Ж 


V n 


V n 


n n 
81 5,5678 8,1414 81 9,0000 4,8267 
99 5,6569 3,1748 82 9,0554 4,3445 
33 5,7446 8,2075 83 9,1104 4,3621 
84 5,8310 8,9396 84 9,1652 4,3795 
35 5,9161 8,2711 85 9,2195 4,3968 
36 6,0000 8,3019 86 9,2736 4,4140 
37 6,0828 8,3329 87 9,3274 4,4310 
88 6,1644 3,3620 88 9,3808 4,4480 
39 6,2450 8,8912 89 9,4340 4,4647 
40 6,3246 8,4200 90 9,4868 4,4814 
41 6,4031 8,4482 91 9,5394 4,4979 
2 6,4807 8,4760 92 9,5917 4,5144 
43 6,5574 3,5034 93 9,6437 4,5307 
44 6,6332 3,5303 94 9,6954 4,5468 
45 6,1082. 3,5569 95 9,7468 4,6629 
46 6,7823 3,5830 96 9,1980 4,5789 
47 6,8057 3,6088 97 9,8489 4,6947 
48 6,9282 3,6342 98 9,8995 4,6104 
49 7,0000 3,6593 99 9,9499 4,6261 
50 7,0711 8,6840 100 10,0000 4,6416 
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